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第八章向量代数与空间解析几何

在平面解析几何中，通过坐标法把平面上的点与一对有次序的数对应起来， 
把平面上的图形和方程对应起来，从而可以用代数方法来研究几何问题•空间解 

析几何也是按照类似的方法建立起来的.
正像平面解析几何的知识对学习一元函数微积分是不可缺少的一样，空间 

解析几何的知识对学习多元函数微积分也是必要的.
本章先引进向量的概念，根据向量的线性运算建立空间坐标系，然后利用坐 

标讨论向量的运算，并介绍空间解析几何的有关内容.

第一节向量及其线性运算

一、向量的概念

客观世界中有这样一类量，它们既有大小，又有方向，例如位移、速度、加速 

度、力、力矩等等，这一类量叫做肉髯（或琴髯）.
在数学上，常用一条有方向线段来表示向 

量.有向线段的长度表示向量的大小，有向线段的方向表示向 

量的方向.以4为起点、B为终点的有向线段所表示的向量记 

作益（图8 -1）.有时也用一个黑体字母（书写时，在字母上面 

加箭头）来表示向量，例如a、r、t; vP或等.

在实际问题中，有些向量与其起点有关（例如质点运动的速度与该质点的位 

置有关，一个力与该力的作用点的位置有关），有些向量与其起点无关.由于一切 

向量的共性是它们都有大小和方向，因此在数学上我们只研究与起点无关的向 

量，并称这种向量为自由肉髯（以后简称包蔞），即只考虑向量的大小和方向，而 

不论它的起点在什遇到与起点有关的向量时，可在一般原则下作特别 

处理.
由于我们只讨论自由向量，所以如果两个向量a和士的大小相等，且方向相 

伺，我们就说向量a和6是復賴，记作a=b.这就是说，经过平行移动后能完 

全重合的向量是相等的. ^ ^
向量的大小叫做向量的模.向量茲、a和1的模依次记作I茲U«l和=1.
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第八章向量代数与空间解析几何

模等于1的向量叫做单位向量.模等于零的向量叫做零向量，记作0或0.零向
量的起点和终点重合，它的方向可以看做是任意的.
.设有两个非零向量任取空间一点0，作= 

的（设史=Z_A6^B，0彡史彡it）称为泡裏乂绝
趙（图8-2），记作（flO）或（办^），即（:））= 9.如 

果向量fl与6中有一个是零向量，规定它们的夹角可 

以在0到tt之间任意取值.
A

如果（fl，6） =0或TT，就称向量fl与6平行，记作

=1规定不超过

图8-2

a//b.如果（fl，办），就称向量a与b垂直，记作a丄办.由于零向量与另一向量

的夹角可以在0到7T之间任意取值，因此可以认为零向量与任何向量都平行，也 

可以认为零向量与任何向量都垂直.
当两个平行向量的起点放在同一点时，它们的终点和公共起点应在一条直 

线上.因此，两向量平行，又称两向量
类似还有向量共面的概念.设有个向量，当把它们的起点放在同一 

点时，如果A；个终点和公共起点在一个平面上，就称这A：个向量共面.

二、向量的线性运算

1.向量的加减法
.圓.

向量的加法运算规定如下：
设有两个向量与I任取一点4，作成=«，再以B为起点，作52 = 连接 

（图8 - 3），那么向量获=c称为向量a与办的 

和，记作fl+l即
✓N■/"V

c = a + b.

上述作出两向量之和的方法叫做向量相加的$
角形法则. 一
力学上有求合力的平行四边形法则，仿此，我们 

也有向量相加的乎行gg势堤痒则.这就是：当向量a与ft不平行时，作= 1 
沛=ft，以从、边形从CZ），连接对角线4C （图8 -4），显然 

向量;^即等于向量fl与办的和+6.

向量的加法符合下列运算规律：

john
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第一节向量及其线性运算

(1) 客费建 a + b = b + a;
(2) (a +b) +c =a + (b +c).

这是向量加法的规定(三角形法则)，从图8 -4可见： 
a +b =AB + BC =AC =c, 
b + a =a3 + DC =AC = c,

所以符合交换律.又如图8 -5所示，先作a + 6再加上c，即得和(a +6) +c，若 

以a与6+c相加，则得同一结果，所以符合结合律.

D C a+b+c

由于向量的加法符合交换律与结合律，故『个向量…，相加 

可写成
flj + a2 +"•+«„，

并按向量相加的三角形法则，可得〃个向量相加的法则如 

下：以前一向量的终点作为次一向量的起点，相继作向量 

A，fl2，…，~，再以第一个向量的起点为起点，最后一个向 

量的终点为终点作一向量，这个向量即为所求的和.如图 

8 _6，有

s =ax + a2 + a3 + a4 + a5.

设为一向量，与a的模相同而方向相反的向量叫做
a的卑肉髯，记作- a.由此，我们规定两个向量办与《的萎

b - a = b + ( -a).

即把向量-fl加到向量办上，便得办与的差办- a (图8 - 7(a))
：•.

B

图8-6

(b)

图8-7
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第八章向量代数与空间解析几何

特别地，当6 = fl时，有
fl-«=a + ( -a) =0.

显然，任给向量成及点0，有
AB =J5+'OB =~OB-1)A,

1 此，若把向量a与b移到同一起点0,则从a的终点4向6的终点B所引向量 

或便是向量办与fl的差办-a (图8-7(b)).
由三角形两边之和大于第三边，有

la+办1 彡 lal + I办 I 及 la -^1 ^ |fl| + ,

其中等号在a与6同向或反向时成立.

2.向量与数的乘法

向量a与实数A的记作Afl，规定Afl是一个向量，它的模
lAal = IA I lal,

它的方向当A >0时与相同，当A <0时与相反.
当A =0时，lAfll =0,即Aa为零向量，这时它的方向可以是任意的.. 

特别地，当A = ±1时，有
la = at ( -1)a = -a.

向量与数的乘积符合下列运算规律：
(”劈含A(yLta) =fjb(\a) = (Xfji)a.

这是因为由向量与数的乘积的规定可知，向量A (_)、〆&；)八；^)^都是 

平行的向量，它们的方向也是相词的，而且
IA (fxa) I = I = I (Ajm)a I = I A/x I la I，

所以
A(/ia) =ix{ka) =(A/x,)«.

(2)

(A +fL)a =Aa+juiay 

X{a +b) =\a + Kb.

这个规律同样可以按向量与数的乘积的规定来证明，这里从略了.
向量相加及数乘向量统称为向量的线性. D

錢.
例1在平行四边形ABCD中，设茲=fl，
=办.试用a和*表示向量瓦J、遍、戚和碱，

这里M是平行四边形对角线的交点(图8-8).
解由于平行四边形的对角线互相平分， 图8_8

(1-1) 

(1 -2)

A
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第一节向量及其线性运算

所以

即

于是

a + b = AC = 2 AM. 

-(a+b) =2MA,

MA = -士(fl+办).

因为戚=-瓦J,所以庶= i（fl+/0.

XH -a +b =m =im,mmiD ~a^

由于茄=_藏所以碱：士…-办）..

前面已经讲过，模等于1的向量叫做单位向量•设匕表示与非零向量同 

方向的单位向量，那么按照向量与数的乘积的规定，由于kl >0,所以Iflli与 

匕的方向相同，E卩kit与a的方向相同•又因切吣的模是
\a\\e\ = \a\ lal，

即\a\ea a的模也相同，因此，

a = I a I

我们规定，当A 7^0时，由此，上式又可写成
A A

=杉_ •

这表示一个非零向量除以它的模的结果是一个与原向量同方向的单位向量.
由于向量/U与《平行，因此我们常用向量与数的乘积来说明两个向量的平 

行关系.即有 •
定理1设向量则向量士平行于的充分必要条件是：存在唯一的实 

数A，使為=Afl.

证条件的充分性是显然的，下面证明条件的必要性.
设办//a•取IA.I 当6与同向时A取正值，当6与反向时A取负

I a I

值，即有6 = Afl.这是因为此时6与Afl同向，且

I Aa I = IA I la I I = 1^1.

再证数A的唯—^性•设6 = Afl，又设6 =/xfl,两式相减，便得

（A 一/z）fl =0，
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第八章向量代数与空间解析几何

即 1A Mfl 丨= 0.因 丨 /0，故丨 A -/t 1 =0，艮|I A =/!.
定理证毕.
定理1是建立数轴的理论依据.我们知道，给定一个点、一个方向及单位长 

度，就确定了一条数轴.由于一个单位向量既确定 ./ f ,
了方向，又确定了单位长度，因此，给定一个点及 ""，' P
一个单位向量就确定了一条数轴.设点0及单位 图8_9
t量H角定了数轴仏（图8 -9），对于轴上任一点P，对应一个向量碎，由于 

茄/A，根据定理1，必有唯一的实数〜使d （实数x叫做_±轰哼数學茄 

im，并知与实数欠——对应.于是
点尸—向量碎=实数〜

从而轴上的点P与实数％有一一对应的关系.据此，定义实数％为轴上点P的坐标. 

由此可知，轴上点P的坐标为X的充分必要条件是
OP = xi.

三、空间直角坐标系

在空间取定一点0和三个两两垂直的单位向量i•、人1，就确定了三条都以 

0为原点的两两垂直的数轴，依次记为^ （横轴）、@ （纵轴）（竖轴），统 

称樂燃•它们构成一个空间直角坐标系，称为仏y/S示系或［o7^_，A：］坐标系 

（图8-10）•通常把％轴和y轴配置在水平面上，而/轴则是铅垂线;它们的正向

通常符合右手规则，即以右手握住z轴，当右手的四个手指从正向/轴以j角度

转向正向y轴时，大拇指的指向就是2轴的正向，如图8-11.

图8-10 图8-11

三条坐标轴中的任意两条可以确定一个平面，这样定岀的三个平面统称为 

类楚耍.X轴及y轴所确定的坐标面叫做:*;办面，另两个由y轴及2轴和由Z轴
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第一节向量及其线性运算

及X轴所确定的坐标面，分别叫做M及M.三个坐标面把空间分成八个 

部分，每一部分叫做一个JtM.其中，在面上方且y化面前方、z仏面右方的 

那个卦限叫做箄一卦限，第二、第三、第四卦限，在Wy面的上方，按逆时 

针方向确定八卦限，在W）'面的下方，由第一卦限之下的第五卦限， 
按逆时针方向确定，这八个卦限分别用字母I、n、in、IV、¥、％、\1、11表示 

（图8-12）.
任给向量/•，有对应点M，使万）lJ=r.以为对角线、三条坐标轴为棱作长 

方体如图8 - 13所示，有
r = oM = op + pyv + yvM = ap + o?+ 0^,

=xi, 0Q =yj, 6?/?=zA:，则
r = 0M = xi + yj + zk.

上式称为向量r的樂ff分鲜式，W、yy和4称为向量r沿三个坐标轴方向的 

分向量.

IV

图8-12 图8-13

显然，给定向量r，就确定了点M及碎、河、茄三个分向量，进而确定了心 

y^z三个有序数;反之，给定三个有序数也就确定了向量r与点、M.于是点 

M、向量r与三个有序数之间有——对应的关系
M -<—> r = 0M = xi + yj + zk <~~>* （^,7,2）,

据此，定义：有序数心7、2称为包雲/ （在坐标系Oxyz中）剪藥摔，记作/* = 

{x,y,z）;有序数tyj也称为鱼！（在坐标系中）控类jg，记作
向量称为点M关于原点0的晖舍.上述定义表f，一个点与该点的 

向径有相同的坐标.记号（tyy）既表示点财，又表示向量
坐标面上和坐标轴上的点，其坐标各有一定的特征.例如：如果点财在7仏 

面上，那么^=0;同样，在面上的点，有7=0;在^^面上的点，有z=0.如果
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第八章向量代数与空间解析几何

点M在x轴上，那么同样，在y轴上的点，有 

^ =7=0.如点M为原点，则％ = j = z = 0.
0;.在r轴上的点，有

四、利用坐标作向量的线性运算

利用向量的坐标，可得向量的加法、减法以及向量与数的乘法的运算如下： 
设 = (\，\，aj，办=(Dy，62)，即

a = aj + ayj + ajc，b = bj + byj + bjc.

利用向量加法的交换律与结合律以及向量与数的乘法的结合律与分配律，有 

a + b = (ax+ bx)i + {ay + by)j + {az + bz)k,

a-b = {ax-bx)i + (ay -by)j + (az -b2)k，

Afl = (AaJ/+ (AayX/+ (AaJA: (A 为实数)，

即
a+b = (ax +bx，ay +by,az+bz), 

a-b = (ax -bx,ay -by,az -hz),

\a = {kax,Xay,\az).

由此可见，对向量进行加、减及与数相乘，只需对向量的各个坐标分别进行相应 

的数量运算就行了.
定理1指出，当向量时，向量為//fl相当于ft = Afl，坐标表示式为 

(bx，byA) = A(ax,ay,aJ ,

这也就相当于向量6与对应的坐标成比例
k Ik

① (1-3)

例2求解以向量为元的线性方程组
r5x -3y = a, 

[3x-2y =b,
其中 fl = (2，l，2)，* = ( -1,1, -2).

①当〜、a,、a:有一个为零，例如〜=0，ay、〜#0,这时(1 -3)式应理解为

rbx

L aT a.

当有两个为零，例如a；c =ay =0，az#0,这时(1 -3)式应理解为

卜=0，
\K=o.
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第一节向量及其线性运算

解如同解以实数为元的线性方程组一样，可解得 

x = 2a -3b, y =3a - 5b.

将的坐标表示式代人，即得
jc=2（2，1，2） -3（ -1,1, -2） = （7, -1,10）, 

j=3（2,l,2） -5（ -1,1, -2） =（11, -2,16）.

例3已知两点A（xx ,y,，七）和B{x2 , j2 ,22 ）以及 

实数A # - 1，在直线上求点M,使

解如图8-14所示.由于
Im = 0M-O4, MB='OB-m,

因此
~om-~6a = x（ob-~om） \

从而

zi

X

图8-14

1 +A
{OA +A OB).

将a4、OB的坐标（即点4、点B的坐标）代入，即得

—^ + \x2 y, + Xy2 z, +Xz2\
~（ 1 +A，1 +A，1 +A ），

这就是点M的坐标.
本例中的点M叫做有向线段M的A分点.特别地，当A =1时，得线段 

的中点为 vti_'
^（xi + X2 Tl +72 A

（ 2，2，2 j*

通过本例，我们应注意以下两点:（1）由于点M与向量g有相同的坐标， 
因此，求点M的坐标，就是求万］II的坐标.（2）记号（〜：r，z）既可表示点M，又可表 

示向量在几何中点与向量是两个不同的概念，不可混淆.因此，在看到记号 

（A；，y，2）时，须从上下文去认清它究竟表示点还是表示向量.当0，y，z）表示向量 

时，可对它进行运算；当（心y 4）表示点时，就不能进行运算.

五、向量的模、方向角、投影

1.向量的模与两点间的距离公式

设向量r = （x,y,z），作祝I =r，如图8 - 13所示，有
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第八章向量代数与空间解析几何

~OM^~dP+~OQ+~OR,

按勾股定理可得
Irl = \0M\ = yiOPI2 + \0Q\2 + I07?l2. 

由 0尸=欠1_，0Q = yj ^ OR = zk，有
\OP\ = \x\, \OQ\ = \y\, \0R \ = Izl , 

于是得向量模的坐标表示式
Irl = y/x2 + y2 + z .

设有点)和点B{x2iy2,z2)，则点4与点B间的距离1从1就是向 

量茄的模.由
- 0A = {x2,y2 ,z2) - (xl Jyl ,zl )

=(x2 -x{ ,y2 -yl rz2 -zx),

即得两点间的距离
\AB\ = \AB\ = ^{%2 -xx)2 + {y2 - y^)2 + {z2 )2.

例4求证以化^^^:^财^了^^^^^^^^彡三点为顶点的三角形是
一个等腰三角形. .
解因为 ， -\M,M2\2 = (7 _4)2 + (1 -3)2 + (2 -I)2 =14,

\M2M3\2 = (5 -7)2 +(2-1)2 + (3 -2)2 =6,

1^3^! I2 = (4 -5)2 + (3-l)2 + (1 -3)2 = 6,

所以IM2M3I = 1财3札1，即为等腰三角形.

例5在z轴上求与两点/!( -4，1，7)和5(3,5, -2)等距离的点.

解因为所求的点似在z轴上，所以设该点为M(0,0，z)，依题意有
\MA\ = \MB\：

即
/(0 +4)2 + (0 -I)2 + 0-7)2 = ^(3 -0)2 + (5 -0)2 + ( -2-z)1. 

两边平方，解得
14
I，

因此，所求的点为M(0,0,男.

例6已知两点4(4,0,5)和B(7，l，3)，求与方向相同的单位向量 

解因为
^ = 05-04 = (7,1,3) -(4,0,5) =(3,1, -2),

所以

•10
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第一节向量及其线性运算

于是
\AB\ = 732 +12 + ( -2)2 = >/14, 

AB
\AB\ 714

(3,1, -2).

2.方向角与方向余弦

非零向量/*与三条坐标轴的夹角a、/3、y称为向量 

r的方向角.从图8 -15可见MVM=r = (x，y，z)，由于 

x是段碎的值，奶5丄即，故
X X

COS 0L = \0M\ ~ \r\9

类似可知

从而•

C0S^ = ih* cos 7 = 17|

x

@8-15

i7T，T^，tM = ^T(w)=T^ = ^(cos a, cos p, cos y )

cos a,cos /3,cos y称为向量/*的方向余弦.上式表朋，以向量r的方向余弦 

为坐标的向量就是与〆同方向的单位向量心•并由此可得
cos2 a + cos2)8 + cos2y = 1.

例7已知两点财1(2,2，#)和财2(1,3,0)，计算向量财1财2>的模、方向余弦 

和方向角.
解 M^ = (l -2,3-2,0-^) =( -1,1,

IMiM21 = a/( — 1)2 + I2 + ( —-\/2)2 = ^/l +1+2 —^[A= 2 ；

cos a.
丄 1 4厶
Y，cos C0S r = ~~2；

277 ^ tt 3tt
a = 了，/3=y, r =]-.

例8设点A位于第I卦限，向径泣与％轴、y轴的夹角依次为f和子，且 

IOA I =6，求点A的坐标.

解 a =导，)8 •.由关系式 cos2o: + cos2芦 + cos2<y = 1，得
3 4

cos2y (f)： 4，

11
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第八章向量代数与空间解析几何

因点4在第I卦限，知cos y >0,故

于是

cos y

OA = \0A I■’孕，士) = (3 ,3 V^>3),

这就是点4的坐标.

3.向量在轴上的投影

如果撇开y轴和z轴，单独考虑心轴与向量的关系，那么从图8 -15 

可见，过点M作与％轴垂直的平面，此平面与％轴的交点即是点八作岀点p，即 

得向量r在'轴上的分向量碎，进而由碎= 4便得向量在％轴上的坐标〜且 

x = Irlcos a.
一般地，设点0及单位向量e确定1/轴（图8 -16）.

任给向量/•，作g =r，再过点M作与u轴垂直的平面 

交u轴（点M，叫做点似奄u轴上的投影｝，
则向量g称为向量/•在w =
Ae，则数A称为肉暈r在a轴上的投影，记作Prj„r 
或（Ou.
按此定义，向量在直角坐标系a*；yz中的坐标 

义、\、\就是a在三条坐标轴上的投影，即

ax = Prj,®，S = Prjyfl, az = Prjzfl,
或记作

ax = （«）,, ay = （a）y, az = （a） 2.
由此可知，向量的投影具有与坐标相同的性质：
性质1 Pijua = Id cos cp （即（fl）u = Iclcos tp），其中p为向量fl与u轴的 

夹角；
性质2 PrjuU+Z0 =Pi：jufl+PrjJ （即（|2+办）“=⑷“ + ⑻山 

性质3 Prju（Afl） =APrjua （即（Afl） u = A （fl） u） •
例9设正方体的一条对角线为OM，一条棱为OA，

且kMI ，求泣在祝|方向上的投影涼.① .

图8 -16

①向量r在向量a （fl/0）的方向上的投影Prjar是指r在某条与同方向的轴上的投影.

72 •

john
新建图章



第一节向量及其线性运算

解如图8-17所示，记乙肌^=〜有 

10^1 1

于是

COS (p \0M\ 一莅

ViyofjOA = I 0A I cos (p =—.
V3 图8-

习题8-1

1. 设 b =a -厶+2c，t; .= -a+3办一c•试用 a、厶、c 表示2m—3 v.
2. 如果平面上一个四边形的对角线互相平分，试用向量证明它是平行四边形.
3. 把△仙C的5C边五等分，设分点依次为ZV、込再把各分点与点丄连接.试以 

茲=r、瓦f = fl表示向量万^、瓦2、瓦1和瓦1.

4. 已知两点仏（0，1，2）和M2（1，- 1，0）.试用坐标表示式表示向量^及-2M1M2>.

5. 求平行于向量fl = （6,7，-6）的单位向量.

6. 在空间直角坐标系中，指出下列各点在哪个卦限？
A（l, -2,3）, 5（2,3, -4）, C（2, -3, -4）, D（ -2, -3,1）.

7. 在坐标面上和在坐标轴上的点的坐标各有什么特征？指出下列各点的位置：
A（3,4,0）, 5（0,4,3）, C（3,0,0）, i）（0,-1,0）.

8. 求点（a，6，c）关于（1）各坐标面；（2）各坐标轴；（3）坐标原点的对称点的坐标.
9. 自点z。）分别作各坐标面和各坐标轴的垂线，写出各垂足的坐标.
10. 过点户。（^，7。，2。）分别作平行于2轴的直线和平行于％办面的平面，问在它捫上面 

的点的坐标各有什么特点？
11. 一边长为a的正方体放置在面上，其底面的中心在坐标原点，底面的顶点在x轴 

和：K轴上，求它各顶点的坐标.
12. 求点M（4, -3,5）到各坐标轴的距离.
13. 在面上，求与三点4（3，1，^）、5（4，-2，-2）和（：（0,5，1）等距离的点.
14. 试证明以三点4（4，1，9）、5（10, -1，6）、C（2,4,3）为顶点的三角形是等腰直角三 

角形.
15. 设已知两点和馬（3,0,2），计算向量M,M2的模、方向余弦和方向角.
16. 设向量的方向余弦分别满足（1） cos a = 0 ； （2） cos ）3 = 1; （3） cos a = cos召=0,问这 

些向量与坐标轴或坐标面的关系如何？
17. 设向量r的模是4,它与u轴的夹角是f，求r在u轴上的投影.

18. 一向量的终点在点5（2, -1,7），它在x轴、：r轴和z轴上的投影依次为4, -4和叉 

求这向量的起点义的坐标.
19. 设 + 和求向量 a=4w+3n-夕在欠轴上

13
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的投影及在:K轴上的分向量.

第二节数量积向量积+混合积

一'两向量的数量积

设一物体在恒力F作用下沿直线从点岣移动到点M2，以S表示位移
.由物理学知道，力JF所作的功为

- . .
W = IFI I s I cos 6,

其中0为F与s的夹角（图8-18）.
从这个问题看出，我们有时要对两个向量和6作这样的运算，运算的结果 

是一个数,它等于IflUWI及它们的夹角0的余弦的乘积.我们把它叫做向量fl 
与办的敦暈釈，记作g.办（图8-19），即

a • ^ = I a I \b\ cos d-

图8 -18

根据这个定义，上述问题中力所作的功研是力f与位移s的数量积，即
W = F • s.

A
由于I cos 0 = 16 I cos ，当时是向量6在向量fl的方向上的投

影，用Prj/来表示这个投影，便有
a • b = \aWxyab,

同理，当办#0时有
a • b = \b \

这就是说，两向量的数量积等于其中一个向量的模和另一个向量在这向量的方 

向上的投影的乘积.
由数量积的定义可以推得：
（1） a • a = laI2.

这是因为夹角没:=0,所以

• 14 •
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第二节数量积向量积•混合积

a • a = lal2cos 0 = \a\2,
(2)对于两个非零向量fl、办，如果•办=0,那么a丄办；反之，如果a丄办，那 

么 a • b = ()•

这是因为如果0 •办=0,由于lfl|#0，l办丨#0,所以cos (9=0,从而即

0丄办;反之，如果fl丄办，那么0 =-^-,cos 6 = 0,于是fl •办=la lift I cos 6=0.

由于可以认为零向量与任何向量都垂直，因此，上述结论可叙述为：向量 

“丄办的充分必要条件是•办=0.
数量积符合下列运算规律：
(1) a • b = b • a.
证iiS义有

A A
a • b = \a\\b\cos (afb) , b • a = IM jclcos (b ta)\

而

所以

八 A
\d \ \b \ = I办 | la I，且 cos (a,b) = cos (办，a)，

a • b = b • a.
(2) (a+ft) • c = a • c + b • c.
证当c=0时，上式显然成立；当c/0时，有

(a +b) • c = \c\ Prjc (a +b),
由投影性质2,可知

Prjc(fl+办)=Prjcfl+Prjc 厶，
所以

(a +b) • c = Ic I ( Prjca + Prjcft) = Ic IPrjca + Ic IVi)cb 

=a • c +b • c,
(3) 数量积还符合如下的结合律：

(切)• hAh • *)，A 为数.
证当6=0时，上式显然成立；当时，按投影性质3,可得 

(Aa) • b = \b\ PrjA (Afl) = \b I APrj^a = A I ft I Prj^a = A (fl • b). 

由上述结合律，利用交换律，容易推得
fl • (A办)=A (a •办)及(Afl) • {fib) = X.fx{a • b).

这是因为
a •(入b) = (\b) • a = A(b • a) = A(a • b)；
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第八章向量代数与空间解析几何

(Afl) • {jJib) = A[fl • {jib) ] = A \_ix{a •办)]=A/x(fl * b). 

例1试用向量证明三角形的余弦定理.
证设在△从C中，= 6> (图8 -20)，

IBCI =a，l04l =c，要证

c2 = o2 + 62 - labcos Q.

记戒=6，；^=c，则有 

c = a - b,

从而
icl2 =c • c - {a -b) * {a -b) -a • a +b • b -2a • b

A
laI2 + \ b\2 -2\a\ liblcos {a,b).

八
由 lal = a, \ b\ =6, Icl =■ c 及{a ,b') = 0，即得

c = a2 + b2 - labcos Q.

下面我们来推导数量积的坐标表示式.
设a -axi + ayj +azk,b -bj + byj + bzk.按数量积的运算规律可得 

a • b = ( axi + ayj + azk) • ( bj + byj + bzk)

= axi • (bj +byj + bzk) +ayj • (bj+byj + b2k) +a2k - (bj + byj + b2k) 

=axbxi • i + axbyi • j + axbzi • k + 

aybxj - i + aybyj - j + aybzj - k + 

azbxk • i + azbyk • j + azb2k • k,

因为 i、*/•和 A:互相垂直，所以•j=J-k=k - /=0, j - i=k -j = i • k=Q.又因 

为U和A:的模均为1，所以卜h厂PA: - A: = 1.因而得
a • b = axbx + ayby + azbz.

这就是两个向量的数量积的坐标表示式.
因为•办= |fl| Iftlcos 0，所以当a与ft都不是零向量时，有

^ a • b
cos0=i^mT*

将数量积的坐标表示式及向量的模的坐标表示式代人上式，就得 

oos, = .

^/a] +ay+a2z ^/b] + b2y+b2z

这就是两向量夹角余弦的坐标表示式.
例2 已知三点似(1，1，1)、^4(2,2，1)和5(2，1，2)，求丄/1廳.

解作向量]^及g，就是向量^与g的夹角.这里，M = 
(1，1，0)，1? = (1，0，1)，从而
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第二节数量积向量积、昆合积

M4 • MB = 1 xl +1 xO+Oxl =1,

I MAI = /i2 + i2 +o2 =vT, =Vi2 +02 +12 =v5；
代人两向量夹角余弦的表达式，得

MA • MB 1 1
cos Z_AMB \MA\ \MB\ "v^"* 2

由此得

例3设液体流过平面S上面积为4的一个区域，液体在这区域上各点处 

的流速均为（常向量）设/|为垂直于S的单位向量（图8 -21（a）），计算单位 

时间内经过这区域流向所指一侧的液体的质量m（液体的密度为P）.

A

(b)

图8-21

解单位时间内流过这区域的液体组成一个底面积为A斜高为It； I的斜柱 

体（图8-21（b））.这柱体的斜高与底面的垂线的夹角就是I；与/I的夹角所以 

这柱体的高为lv Icos 0，体积为
-.' ' ■= —— .

A\v fcos 6 =A v • n.

从而，单位时间内经过这区域流向/i所指一侧的液体的质量为
m = pA v • n.

二、两向量的向量积

在研究物体转动问题时，不但要考虑这物体所受的力，还要分析这些力所产 

生的力矩•下面就举一个简单的例子来说明表达力矩的方法.
设0为一根杠杆L的支点.有一个力厂作用于这杠杆上P点处.F与碎的
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第八章向量代数与空间解析几何

夹角为0 （图8 -22）.由力学规定，力F对支点0的力矩是一向量M，它的模 

IMI = \OQ\ \F\ = \0P\IFIsin d,
而M的方向垂直于与F所决定的平面，M的指向是按右手规则从碎以不超 

过的角转向F来确定的，即当右手的四个手指从茄以不超过n的角转向F 

握拳时，大拇指的指向就是M的指向（图8-23）.

OPXF

图8-22

这种由两个已知向量按上面的规则来确定另一个向量的情况，在其他力学 

和物理问题中也会遇到.于是从中抽象出两个向量的 

向量积概念•
设向量c由两个向量a与b按下列方式定出：
c的模kl = \a\\b\sm 0，其中0为4间的夹角； 

c的方向垂直于a与b所决定的平面（即c既垂直于 

A又垂直于W，c的指向按右手规则从《转向6来确 

定（图8-24），向量c叫做向量fl与6的喪霉恶，记作 

a x办，即
c — a x b.

按此定义，上面的力矩M等于W与F的向量积，即
M = OPxF.

由向量积的定义可以推得：
（1） a x a = 0.
这是因为夹角（9=0,所以IflXfll = Ifll2sin0=0.
（2） 对于两个非零向量fl、6,如果flx6=0,那么反之，如果那么 

a x b =0.

这是因为如果= 0,由于la I #0, \b \ /0，那么必有sin 0=0,于是^ = 0 

或 TT，即 0=0或 tt,于是 sin 0 = 0,从而 x 办 I =0,
即a x办= 0.

c=aXb

图8-
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第二节数量积向量积•混合积

由于可以认为零向量与任何向量都平行，因此，上述结论可叙述为：向量 

的充分必要条件是=0:
向量积符合下列运算规律:
(1) b xa= -a xb.

这是因为按右手规则从6转向fl定出的方向恰好与按右手规则从转向ft 
定出的方向相反•它表明交换律对向量积不成立.

(2) (a +b) xc =a xc + b xc.

(3) 还符合如下的结合律：
(Aa) xb =a x (\b) =\(a xb) (A 为数).

这两个规律这里不予证明.
下面来推导向量积的坐标表示式.
设+〜免，力= + 6J +6人那么，按上述运算规律，得

a xb = ( aj + aj + ajc) x (bxi + bj + bzk)

=axi x ( bxi + bj + bzk) + 

aj x (bj + bj + bzk) + azk x (bj + bj + bzk)

= axbx(i xi) + axby(i xj) + axbz(i xk) + 

aybx(jxi) +ayby(Jxj) +aybz(jxk) + 

azbx(k x /) + azby(k xj) + a2b2(k xk).

因为 / x / =7 xj = k xk =0^ ix j = k^ j xk = i^ k x i - j f j xi= -k^ k xj = 一 i•和 

hh-/，所以

axb = {aybz -azby)i + (azbx -axbz)j + {axby -aybx)k.

为了帮助记忆，利用三阶行列式，上式可写成
i j k

a Y-b — ax ay az

bx by bz

例4设 fl = (2，l，-1)，* = (1，-1，2)，计算 ax 办•

解 b 2

k

2

i -5j-3k.

例5已知三角形ABC的顶点分别是4(1，2,3)、5(3,4,5)和C(2,4,7)， 
求三角形ABC的面积.
解根据向量积的定义，可知三角形的面积

5A<4BC =4-1^1^A=~\AB xAC\.
2 2 ，
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第八章向量代数与空间解析几何

由于茲=(2,2,2)，获=(1，2,4)，因此

i j k 

ABxAC= 2 2 2 

124

于是

4i-6j+2k

5AA5C=yl4i-6j+2A:l =士742 + ( -6)2 +22 = /U.

例6设刚体以等角速度W绕r轴旋转，计算刚体 

上一点M的线速度•
解刚体绕/轴旋转时，我们可以用在Z轴上的一 

个向量w表示角速度，它的大小等于角速度的大小，它 

的方向由右手规则定岀：即以右手握住Z轴，当右手的 

四个手指的转向与刚体的旋转方向一致时，大拇指的 

指向就是w的方向(图8-25).
设点M到旋转轴Z的距离为a，再在Z轴上任取一 

点、0作向量r 并以 <9表示w与r的夹角，则
a = I r I sin 0.

设点M的线速度为t;，由物理学上线速度与角速度间 

的关系可知A的大小为
It; I = \ct}\a = I co I I r I sin 6\

v的方向垂直于通过M点与/轴的平面，即f；垂直于w与r;又1；的指向是使 

r、i；符合右手规则.因此有

@8-25

三、向量的混合积

设已知三个向量功和c.先作两向量a和6的向量积xl把所得到的向 

量与第三个向量C再作数量积(fl X6) • c，这样得到的数量叫做三向量的 

混合积，记作[flk].

下面我们来推出三向量的混合积的坐标表示式.
设“ =(ax，ay，a:)，b 二(bx,byJbz) ,c = (cx,cy,cz)，因为

„ k 

b
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第二节数量积向量积 \ 混合积

bx
再按两向量的数量积的坐标表示式，便得 

[abc] = （a xb） • c

b_ b.
k

b. y b. b.
Cz

aXb=f

K b7 bz

Cx Cy

向量的混合积有下述几何意义：
向量的混合积Ok] = {axb） • c是这样一个数，它的绝对值表示以 

向量fl 为棱的平行六面体的体积.如果向量a、b、c组成右手系（即c的
指向按右手规则从《转向6来确定），那么混合积的符号是正的；如果a、办、C 
组成左手系（即c的指向按左手规则从a转向4来确定），那么混合积的符 

号是负的.
事实上，设M = = = 按向量积的

定义，向量积a =/是一个向量，它的模在数值上 

等于以向量a和为边所作平行四边形OADB的面 

积，它的方向垂直于这平行四边形的平面，且当《、
办，组成右手系时，向量/与向量c朝着这平面的 

同侧（图8-26）;当组成左手系时，向量/与 

向量c朝着这平面的异侧.所以，如设/与c的夹角 图8-26

为a，那么当a、b、c组成右手系时，a为锐角；当a、b、c组成左手系时，o:为钝角. 

由于
[ab c] = （a xb） • c = \a y.b\ \c I cos a,

所以当《 j、C组成右手系时，[«]为正；当0 j、C组成左手系时，[C]为负• 

因为以向量为棱的平行六面体的底（平行四边形01^）的面积5在 

数值上等于Ifl ，它的高/^等于向量C在向量/上的投影的绝对值，即
h = I Prjy c I = I c I I cos a I ,

所以平行六面体的体积
V = Sh = \a x b \ \ c \ \ cos ol \ = \\_a b c~\ \.

由上述混合积的几何意义可知，若混合积[a 6 c] /0,则能以，功、c三 

向量为棱构成平行六面体，从而a三向量不共面；反之，若flj、〆三向量
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第八章向量代数与空间解析几何

不共面，则必能以为棱构成平行六面体，从而[fl 6 C] #0.于是有下述 

结论：
三向量共面的充分必要条件是它们的混合积[fl 6 c] =0,即

ax ay

bx K 〜=o_ 

v V c:
例7已知不在一平面上的四点：4( A, h ^B(x2fy2fz2) ^C(x3fy3 fz3) ^

DU A，〜).求四面体从⑶的体积.
解由立体几何知道，四面体的体积F等于以向量症、；^和;^为棱的平行 

六面体的体积的六分之一.因而

由于

F = + | [AB AC AD] \.

AB = (x2 -xl9y2 - j, ,z2-zv), 

AC = (x3 -xx ,y3 U3 -A), 

AD = (x4-xl ,j4 - yl tz4 一 々)，

所以

V= ±
6

^2 - 72 -Jl ^2 - 21

无3 -y3 -ri ^

^ r4 - Ji \ :

上式中符号的选择必须和行列式的符号一致.
例8已知4(1，2,0)、5(2,3,1)、(：(4,2,2)、财(、:)^)四点共面，求点财 

的坐标a：、：K、之所满足的关系式.
解 四点共面相当于;三向量共面，这里g =

U-l，y-2,z),；^ = (l，l，l)，；^=(3,0,2).按三向量共面的充分必要条件， 

可得
-1 y-2 z 

1 1 1 =0，

3 0 2

即
2x +y -3z - 4 = 0.

这就是点M的坐标所满足的关系式.
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第三节平面及其方程

习题8 -2

1. 设+ 求

(2) ( -2fl) . 36及 flx26; (3) a、6的夹角的余弦.

2. 设为单位向量，且满足a+办+c =0,求a •办+办• c+c • a.
3. 已知M^l，-1，2)、馬(3,3,1)和M3 (3,1,3).求与^^、沿^同时垂直的单位

向量. .
4. 设质量为100 kg的物体从点化(3，1，8)沿直线移动到点M2 (1,4,2)，计算重力所作 

的功(坐标系长度单位为m，重力方向为z轴负方向).
5. 在杠杆上支点0的一侧与点0的距离为〜的点匕处，有一与W成角&的力尽作 

用着;在0的另一侧与点0的距离为％的点P2处，有一与@成角02的力F2作用着(图 

8 -27).问A、仏、丨、1^1符合怎样的条件才能使杠杆保持平衡？

1 x2 尤1

S 飞
图8_27

6. 求向量fl = (4,-3,4)在向量ft = (2,2，l)上的投影.

7. 设fl = (3,5, -2)彳=(2，1，4)，问A与/i有怎样的关系，能使得Afl+綍与z轴垂直？

8. 试用向量证明直径所对的圆周角是直角.
9. 已知向量 fl =2f-3J*+众，為=!•+ 3A:和 <:=/-2)，计算：

(1) {a • b)c - {a • c)bi (2) {a +b) x(fe+c)； (3) (a xb) • c.
10. 已知万1 = / + 3*，益=>/ + 3*,求△045的面积.

• 11.已知 fl: (a, = (bx，by，bj，C 二(cx ,cyJcz)，试利用行列式的性质证明：

(a xb) •c = (bxc) • a = (c xa) • b.

12.试用向量证明不等式：
+ a\ + a\ ^b\ + bl +b\^ \ albl + a2b2 + a363 I ,

其中A ,a2 ,a3,6,，62，63为任意实数.并指出等号成立的条件.

第三节平面及其方程

、曲面方程与空间曲线方程的概念

因为平面与空间直线分别是曲面与空间曲线的特例，所以在讨论平面与空
- 23 -
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第八章向量代数与空间解析几何

间直线以前，先引入有关曲面方程与空间曲线方程的概念.
像在平面解析几何中把平面曲线当作动点的轨迹一样，在空间解析几何中， 

任何曲面或曲线都看作点的几何轨迹.在这样的意义下，如果曲面S与三元方程
Fix^y.z） =0 （3-1）

有下述关系：
（1） 曲面S上任一点的坐标都满足方程（3-1）;,
（2） 不在曲面S上的点的坐标都不满足方程（3-1），

那么，方程（3 - >1）就叫做典厥S旣友g，而曲面S就叫做方禪（3 -1）的_图赉 
（图8-28）. —
空间曲线可以看作两个曲面A，S2的交线.设

=0和 G（A；，y，2） =0

分别是这两个曲面的方程，它们的交线为C（ 0 8-29）.因为曲线C上的任何点 

的坐标应同时满足这两个曲面的方程，所以应满足方程组
广（^，2）=0， （3-2）
1g（ w） =0.

反过来，如果点M不在曲线C上，那么它不可能同时在两个曲面上，所以它的坐标 

不满足方程组（3 -2）.因此，曲线C可以用方程组（3 -2）来表示.方程组（3 -2） 
就叫做C搜友男，而曲线C就叫做友稈铒（3二2）的闺稷.
在们将以向量为中讨论最简单 

的曲面和曲线——平面和直线.

二、平面的点法式方程

如果一非零向量垂直于一平面，这向量就叫做该乎两的法线肉暈.容易知 

道，平面上的任一向量均与该平面的法线向量垂直. ™ ，.-
因为过空间一点可以作而且只能作一平面垂直于一已知直线，所以当平面
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第三节平面及其方程

77上一点MJnz。)和它的一个法线向量/! = (七5,C)为已知时，平面77的 

位置就完全确定了.下面我们来建立平面77的方程.
设似(^；，:^)是平面汀上的任一点(图8-30).

则向量^i?必与平面77的法线向量/!垂直，即它们 

的数量积等于零
n • M0M =0.

因为 W = (HC) fM~M = (x -x0,y -y0,z -z0) ,Bf 

以有
^(x-x0) +B(y-y0) +C(2-z0) =0.

(3-3)
这就是平面i7上任一点M的坐标心y，z所满足的方程.

图8 -30

反过来，如果MU，y，z)不在平面77上，那么向量与法线向量II不垂直， 
从而/! • 即不在平面77上的点M的坐标不满足方程(3 -3).

由此可知，平面iJ上的任一点的坐标都满足方程(3 - 3);不在平 

面77上的点的坐标都不满足方程(3 -3).这样，方程(3 -3)就是平面77的方 

程，而平面77就是方程(3 -3)的图形.因为方程(3 -3)是由平面iJ上的一点 

财0U，：To,0及它的一个法线向量w = (U，C)确定的，所以方程(3 -3)叫做 

平两的点法式方8.
-3,0)且以w = (l, -2,3)为法线向量的平面的方程.

解根据平面的点法式方程(3 -3)，得所求平面的方程为 

(x -2) -2(y+3) +32 =0，

x - 2y + 3z - 8 = 0.
例2求过三点^(2, -1，4)、M2 ( -1,3, -2)和怂(0,2,3)的平面的

即

方程.
解先找出这平面的法线向量儿因为向量w与向量化螞和鹎鹎都垂直，

而竓螞=(-3,4, -6)，财具=(-2,3, _1)，所以可取它们的向量积为《，即
i J k 

-3 4 -6n = MlM2 x M1M3 Ui+9j-k,

根据平面的点法式方程(3-3)，得所求平面的方程为
\A{x-2) +9(r+ 1) - (z-4) =0 

即
14 a; +9y - z - 15 =0.
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第八章向量代数与空间解析几何

三、平面的一般方程

因为平面的点法式方程（3 -3）是和z的一次方程，而任一平面都可以 

用它上面的一点及它的法线向量来确定，所以任一平面都可以用三元一次方程 

来表示.
反过来，设有三元一次方程

Ax + By + Cz + D = 0. （3-4）
我们任取满足该方程的一组数％，:K。A，即

Ax0 + By0 + Cz0 + D = 0. （3-5）
把上述两等式相减，得

A(x -x0) +B(y-y0) +C(z-z0) =0. (3-6)
把它和平面的点法式方程（3-3）作比较，可以知道方程（3 -6）是通过点MJa， 
:K。，％）且以《 =（心圮0为法线向量的平面方程.但方程（3 -4）与方程（3 -6） 
同解，这是因为由（3 -4）减去（3 -5）即得（3 -6），又由（3 -6）加上（3 -5）就得 

（3 -4）.由此可知，任一三元一次方程（3-4）的图形总是一个平面.方程（3 -4） 
称为平面的一塒方程，其中心的系数就是i亥平面的一个法线向量/!的坐标， 
即 n = （A,B，C）.
例如，方程

3x - 4j + z - 9 =0.
表示一个平面，《 = （3, -4，1）是这平面的一个法线向量.
对于一些特殊的三元一次方程，应该熟悉它们的图形的特点.
当D = 0时，方程（3 - 4）成为如:+ By + Cz =0,它表示一个通过原点的平面• 
当4=0时，方程（3-4）成为办+ & + /）=0，法线向量/1 = （0，圯（：）垂直于 

%轴，方程表示一个平行于（或包含）轴的平面..
同样，方程Ax + Cz + D=0mAx+By + D=0分别表示一个平行于（或包含） 

y轴和：轴的平面.

当4 =0时，方程（3-4）成为Cz+Z） =0或 ，法线向量n = （0,0，C）

同时垂直％轴和:r轴，方程表示一个平行于（或重合于）xOy面的平面.
同样，方程心：+/? =0和氏k + Z> =0分别表示一个平行于（或重合于）yOz面 

和:^z面的平面.
例3求通过$轴和点（4, -3, -1）的平面的方程.
解由于平面通过％轴，从而它的法线向量垂直于％轴，于是法线向量在％
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第三节平面及其方程

轴上的投影为零，即4=0;又由平面通过X轴，它必通过原点，于是/>=0.因此可 

设这平面的方程为
By + Cz =0.

又因这平面通过点（4, -3,-1）,所以有
-38-0=0,

或
C = -3B.

以此代入所设方程并除以S （忍#0），便得所求的平面方程为 

y -3z =0.

例4设一平面与A；、/和z轴的交点依次为 

P（a，0,0）、（?（0,6,0）、/?（0,0，c）三点（图8-31），

求这平面的方程（其中a^0,^0,c^0）.
解设所求平面的方程为

Ax + By + Cz + D =0.

因 PU,0,0）、9（0,6,0）和/2（0,0，c）三点都在这平 

面上，所以点P、<?和丑的坐标都满足方程（3 -4）,
即有

a A + D = 0 y 

bB+D=0, 

cC + D = 0,

图8 -31

A=-^, B=-^ C=-^
a b c

以此代入（3 -4）并除以Z） {D^O），便得所求的平面方程为
土+冬+丄=1. (3-7)

方程（3 -7）叫做平面的截距式:方择，而和^依次叫做平面在％、y和z轴上的 

截距.

四、两平面的夹角

两平面的法线向量的夹角（通常指锐角或直角）称为两平面的夹角.
设平面仄和/12的法线向量依次为A B2,C2）,

A A 八
则平面77,和 iJ2的夹角 0 （图8-32）应是（/11，112）和（-/^，化）=7t-（/i1,/i2）
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第八章向量代数与空间解析几何

八
两者中的锐角或直角，因此，COS.0 = I cos (化，w2) I. 

按两向量夹角余弦的坐标表示式，平面77,和平面 

772的夹角0可由

\AlA2 + B2 + Cj C2 I
cos 6 (3-8)

图8-32来确定.
从两向量垂直、平行的充分必要条件立即推 

得下列结论：
n, m2互相垂直相当于+3,8, + CXC2 =0；

JJ2互相平行或重合相当于会=J =鲁.
W 5 ^-y+2z-6=0 ^[2x-\-y+z-5 = 0

解由公式(3_8)有

II x2 + ( -1) xl +2 xl I 1cos d
Vl2+( -l)2+22 722+12+12" 2，

因此，所求夹角0 =
IT

例6 —平面通过两点％ (1，1,1)和M2 (0，1，- 1)且垂直于平面^+r +

之=0,求它的方程.

解设所求平面的一个法线向量为

n = (AfBfC).
因:^ = ( -1，0, -2)在所求平面上，它必与/!垂直，所以有

-A -2C =0. (3 -9)

又因所求的平面垂直于已知平面a+z=0,所以又有
A+B + C=0. (3-10)

由(3 _9)、(3 - 10)得到

A= -2C，B = C.
由平面的点法式方程可知，所求平面方程为

A(x — 1) + B (y — l) + C(z — 1) =0.
将4= -2C及5 = (：代人上式，并约去C (C#0)，便得 

— 2(x — 1) + ( j — 1) + (2-1) =0，

即
2x - y - z = 0.

这就是所求的平面方程.
28
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第八章向量代数与空间解析几何

5. 求平面2^：-2y+2+5 =0与各坐标面的夹角的余弦.

6. —平面过点（1，0, -1）且平行于向量fl = （2，l，l）和6 = （1，-1，0），试求这平面方程.
7. 求三平面;c+3y+z = 1，2rc-y=0,-X+2y+2z = 3的交点.
8. 分别按下列条件求平面方程：
（1） 平行于面且经过点（2, -5 ,3）;
（2） 通过2轴和点（-3,1，-2）;
（3） 平行于x轴且经过两点（4,0, -2）和（5，1，7）.
9. 求点（1，2，1）到平面x+2y + 2z-10=0的距离.

第四节空间直线及其方程

一、 空间直线的一般方程

空间直线L可以看做是两个平面仏和il2的交线（图8-34）.如果两个相 

交的平面77,和772的方程分别为+5iy +
C.z + D, =0 m A2X +B2y + C2z + D2 =0,男么直 

线乙上的任一点的坐标应同时满足这两个平面 

的方程，即应满足方程组
+ Cyz + Dl =0,

s （ 4 — 1）
[A2x + B2y + C2z + D2 = 0.

反过来，如果点M不在直线L上，那么它不可能
同时在平面77,和/72上，所以它的坐标不满足方程组（4-1）.因此，直线L可以
用方程组（4 -1）来表示.方程组（4 - 1）叫做g同真绣的二轉方
通过空间一直线l的平面有无限多个，面中任意选取

两个，把它们的方程联立起来，所得的方程组就表示空间直线L.

二、 空间直线的对称式方程与参数方程

如果一个非零向量平行于一条已知直线，那么这个向量就叫做这条直线的 

友肉向量.
由于过空间一点可作而且只能作一条直线平行于一已知直线，所以当直线 

[上一点MoO。，7。，％）和它的一方向向量s = 为已知时，直线L的位置

就完全确定了.下面我们来建立这直线的方程.
设点M（x，y，z）是直线L上的任一点，则向量与L的方向向量s平行
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第四节空间直线及其方程

（图8 -35）.所以两向量的对应坐标成比例，由于= （x - x0 - y0 ,z - z0）, 
S = （m，7i，/?），从而有

^ -^o y-r0 ①
P

(4-2)

反过来，如果点M不在直线L上，那么由于^I与s 
不平行，这两向量的对应坐标就不成比例.因此方程 

组（4-2）就是直线L的方程，叫做直线的对称式方 

程或点向式方程.
直线的任一方向向量s的坐标m、/i和p叫做这

M0

图8 -35

直线的一组方向数，而向量S的方向余弦叫做该直线的方向余弦.

则

由直线的对称式方程容易导岀直线的参数方程.如设
j -y0 z -z0

- - - _- - - =- - - = t,mnp
x =xQ + mt，

r = y0 + 加， (4-3)

z =z0 + pt.

方程组（4 -3）就是真线的参数方程.
例i用对称表示直线

rx + y + z + 1=0,

[2x -y + 3z +4 =0.

解先找出这直线上的一点U。^。^。）.例如，可以取％ =1，代人方程组 

（4-4），得

(4-4)

解这个二元一次方程组，得

jr+2= -2, 

[y-3z=6.

Jo =0, 20 = -2

①当m、ri和p中有一个为零，例如m=0,而/i与p — O时，这方程组应理解为

{x ~ xo = 0, 
y-y0 . 2_z0 

n 一 p ’

当m、ra和p中有两个为零，例如m = n =0 p^O时，这方程组应理解为

fx-x0=0,

Ir-Jo =°-
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第八章向量代数与空间解析几何

即(1，0, -2)是这直线上的一点•
下面再找出这直线的方向向量因为两平面的交线与这两平面的法线向 

量心=(1，1，1)，/12 = (2, -1,3)都垂直，所以可取
/ k

s = nx xn2 = 

因此，所给直线的对称式方程为
x -

2 -13

Ai-j-3k.

+ 2
4 3

令土 2+2
，得所给直线的参数方程为 

x = \ +4i,

r =
2 -3i.

三、两直线的夹角

两直线的方向向量的夹角(通常指锐角或直角)叫做M直线的夹角.
设直线A和的方向向量依次为\ = (m,，〜，仏)和s2 =(饥2,712，/>2)，则

和4的夹角^应是(\，；?2)和(-AA) =7T- (LA)两者中的锐角或直角，因此 

A
cos = Icos (s1! ,s2) I.按两向量的夹角的余弦公式，直线A和直线L2的夹角p可由

I m1m2 + + pxp21
cos <p

^2 +p\^/m］ +n\ +p)

来确定.
从两向量垂直、平行的充分必要条件立即推得下列结论: 

两直线［r和［2互相垂直相当于TYixm1 + nxn2 +plp2 = 0；

7711 Tl^ p j

(4-5)

两直线A和L2互相平行或重合相当于-

例2求直线=

771,

r ^ + 3^ T x ^4=~rmL^
p2

y +2 _ z 的夹角.
-2 -1

解直线A的方向向量为& = (1，-4，1)，直线L2的方向向量为& 

(2,-2, -1).设直线L,和12的夹角为化则由公式(4-5)有
11 x2 + ( -4) x ( -2) +1 x ( -1) I 1

COS (p
-v/l2 + ( -4)2 +1V22 + ( -2)2 +.( -I)2泉
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第四节空间直线及其方程

所以

<p =

四、直线与平面的夹角

当直线与平面不垂直时，直线和它在平面上的投影直线的夹角
<p 0彡称为直琴与乎两的夹角(图

8 -36)，当直线与平面垂直时，规定直线与平 

面的夹角为
设直线的方向向量为•? = (m，7i，/>)，平面 

的法线向量为《 = (^4,^,0，直线与平面的夹 图8-

角为史，那么史 

标表示式，有

2

A

sin (p

，因此sin p = I cos {s ,n) I.按两向量夹角余弦的坐

\Am + Bn + Cp I/_ _ _ _ _  /_ _  二. (4-6)
^/A2 +B2 + C2 ym2 + n2 +p2

因为直线与平面垂直相当于直线的方向向量与平面的法线向量平行,所以，
直线与平面垂直相当于

m (4-7)
m n p

因为直线与平面平行或直线在平面上相当于直线的方向向量与平面的法线 

向量垂直，所以，直线与平面平行或直线在平面上相当于
Am + Bn + Cp =0. (4-8)

例3求过点(1，-2,4)且与平面2x-3y+z-A=0垂直的直线的方程.
解因为所求直義垂直于已知平面，所以可以取已知平面的法线向量 

(2, -3,1)作为所求直线的方向向量.由此可得所求直线的方程为
x — I _y + 2 _z-4

五、杂例

例4求与两平面x-4z=3和2%-y-5z = l的交线平行且过点(-3,2,5)的
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第八章向量代数与空间解析几何

直线的方程.
解法一因为所求直线与两平面的交线平行，也就是直线的方向向量5 — 

定同时与两平面的法线向量垂直，所以可以取
j k

s =n, x n0 = 1 0 一4 = - (4i + 3j + k),

2 -1 -5
因此所求直线的方程为

x + 3 y-2 2-5

解法二过点(-3,2,5)且与平面％-4z=3平行的平面的方程为
x -4z = - 23 ,

过点(-3,2,5)且与平面h-；K-5z = l平行的平面的方程为
2x - y - 5z = - 33，

所求直线为上述两平面的交线，故其方程为
rx - 4z = - 23 ,

[2^ -y-5z= -33.

.x - 2 y - 3 z -4例S求直线=
2
-与平面2x +y +z -6 =0的交点.

解所给直线的参数方程为
x = 2 +t, y = 3 +t, z = 4 + 2t,

代入平面方程中，得
2(2+i)+('3+t)+(4+2.£)-6=0.

解上列方程，得t= -1.把求得的《值代入直线的参数方程中，即得所求交点的 

坐标为
x = 1 , y = 2, z = 2.

,x + 1 y - 1 2例6求过点(2,1，3)且与直线: -垂直相交的直线的方程.
解先作一平面过点U，l，3)且垂直于已知直线，那么这平面的方程应为 

3(^-2) +2(j-l) -(z-3) =0. (4-9)

再求已知直线与这平面的交点.已知直线的参数方程为
^ = - 1 + 3f, y = l+ 2tt z= -t. (4 一 10)

把(4-10)代人(4_9)中，求得■，从而求得交点为(|_， 

以点(2，1，3 ｝为起点，点(夸，旱，-+)为终点的向量
213 4).
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第四节空间直线及其方程

3

是所求直线的一个方向向量，故所求直线的方程为

3 = -+(2, -1,4)

2 y - 3

JAix
\^2X

2-14

有时用平面束的方程解题比较方便，现在我们来介绍它的方程.
设直线［由方程组

+.BJ + Cy +=0， （4-11）

+ B2y + C2z + D2 =0 （4 — 12）

所确定，其中系数岑、A、c,与4vB2、c2不成比例.我们建立三元一次方程
Atx + Bjy + + Dl + A （A2x + B2y + C2z + D2） =0, （4-13）

其中A为任意常数.因为皂、与毛、52、C2不成比例，所以对于任何一 

个A值，方程（4 -13）的系数：＜ +A^42、B1 -hAB^C, + AC2不全为零，从而 

方程（4-13）表示一个平面，若一点在直线L上，则点的坐标必同时满足方程 

（4-11）和（4-12），因而也满足方程（4-13），故方程（4-13）表示通过直线 

L的平面，且对应于不同的A值，方程（4 - 13）表示通过直线L的不同的平面• 
反之，通过直线L的任何平面（除平面（4 -12）外）都包含在方程（4 -13）所表 

示的一族平面内.通过定直线的所有平面的全体称为y两赛，而方程（4-13）就 

作为通过直线^的平面束的方程（实际上，方程（4 -1^75^缺少平面（4 - 12） 
的平面束）.

例7求直线
'x ^y 1=0,

解过直线

x-y +z + 1= 0 

x + y - z - 1 =0， 

y + z + 1 =0

在平面x+y+z=0上的投影直线的方程.

{: 的平面束的方程为

(x + y - z - I) + \ (x - y + z + 1) =0,

即
(1 + A ) ^ + ( 1 —A)j+( —1 + A)2 + ( A) =0 (4 — 14)

其中A为待定常数.这平面与平面x+r+z=0垂直的条件是 

（1 + A） • 1+（1— A.） *1+（—1+A） •1=0

即

由此得
A +1 =0，

A

代入（4 - 14）式，得投影平面的方程为
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即

所以投影直线的方程为

2y - - 2 = 0，

y-z-1 =0.

{y-z-1 =0， 

x + y + z -0.

习题8—4

1. 求过点（4, -1，3）且平行于直线¥=+的直线方程.
2 15

2. 求过两点化（3, -2，1）和M2（ -1，0,2）的直线方程.

3. 用对称式方程及参数方程表示直线
{X - y + z = I ,

2x +y + z =4.

4.求过点（2,0, -3）且与直线

{X - 2y +4z -1 = 0,

3x + 5y -2z + 1 =0

垂直的平面方程.
r5x -3y + 3z -9 =0, [Zx + 2y - z + 23 = 05.求直线k-2，1=0与直线U二-i㈢2a; + 2 j - z + 23 = 0

的夹角的余弦.

+ 2r - 2 = 7 , r3x +6y - 3z = 8.6•证明直线{ 7与直线U二o 平行.
-2x +y

7.求过点（0,2,4）且与两平面$+22 = 1和;r-3z=2平行的直线方程.

^-4!.求过点（3，1，-2）且通过直线=
5 2

•的平面方程.

{X ^ r + 3z = 0,
与平面x-y-z + l =0的夹角.

x-y-z = 0

10.试确定下列各组中的直线和平面间的关系：
⑴ = =十和4欠- 2），- 2z=3;

(2)今和3x -2y+7z

(3) 2 2-3

3 •4
和工 + ). + z =3.

11.求过点（1，2，1）而与两直线

{:x +2y - z + I =0, 

■y + z -1 =0
和

2x - y + z = 0, 

x-j+z=0
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第五节曲面及其方程

平行的平面的方程.
12.求点(-1,2,0)在平面$+27-2 + 1=0上的投影.

a; + j -z + 1 =0，

2x - y + z - 4 = 0

14.设M。是直线L外一点，M是直线L上任意一点，且直线的方向向量为I试证:点 

到直线乙的距离
\M0Mxs\

13.求点尸(3,-1，2)到直线p v ' :的距离.

d =
\s\

15. 求直线f2X_4y+2=()’ 在平面4^-y + 2 = l上的投影直线的方程.
[3x - y -2z -9 = 0

16. 画出下列各平面所围成的立体的图形：
(1) %=0，j = 0, z = 0, x = 2, y = l ,3^： + 4j + 2z - 12 = 0 ；

(2) x = 0, z =0, x = 1, 7=2,2 _y_
4 .

第五节曲面及其方程

—、曲面研究的基本问题

在空间解析几何中，关于曲面的研究有下列两个基本问题:
(1) 已知一曲面作为点的几何轨迹时，建立这曲面的方程；
(2) 已知坐标x、y和z间的一个方程时，研究这方程所表示的曲面的形状. 

在第三节中关于建立一种最简单的曲面 平面方程的例子就属于基本问
题(1)，以下是建立另一种特殊曲面——球面方程的例子.
例1建立球心在点M0(x0,y0,z0)、半径为R的球面的方程.
解设舣(〜：^，4是球面上的任一点(图8-37)，则 

\M0Mi =R.
由于
IM0MI = ^(x-x0)2 + (y-y0)2 + (z-z0)\

所以
(x - x0)2 + (y - y0)2 + (z -z0)2 =R,

或
(x - x0y + (y - y0y + (z - z0y = r2 . (5-1)

这就是球面上的点的坐标所满足的方程.而不在 图8-
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第八章向量代数与空间解析几何

球面上的点的坐标都不满足这方程.所以方程（5 -1）就是以似。（％，；^，2。）为球 

心』为半径的球面方程.
如果球心在原点，那么％ =7。=% =0,从而球面方程为

% +y2 +z2 = R2.

下面举一个由已知方程研究它所表示的曲面的例子.
例2方程X2+〆+/-2%+4y =0表示怎样的曲面？

解通过配方，原方程可以改写成
（^： -I）2 + （j+2）2 +z2 =5.

与（5 -1）式比较，就知道原方程表示球心在点M0（l, -2,0）、半径i? 的

球面. •
一般地，设有三元二次方程

Ax2 +^y2 +Az2 +Dx + Ey + Fz + G = 0,

这个方程的特点是缺各项，而且平方项系数相同，只要将方程经过配方 

可以化成方程（5 -1.）的形式，则它的图形就是一个球面.
下一目中，讨论旋转曲面，也是基本问题（1）的例子；而第三、四目中分别讨 

论柱面、二次曲面，则是基本问题（2）的例子.

二、旋转曲面

以一条平面曲线绕其平面上的一条直线旋转一周所成的曲面叫做 

厘，旋转曲线和定直线依次叫做旋转曲面的g建和势 

设在:坐标面上有一已知曲线C，它的方程为
f（y，z） =0,

把这曲线绕z轴旋转一周，就得到一个以z轴为轴的旋转曲面（图8 -38）.它的方 

程可以求得如下：
设竓（0,7,,^ ）为曲线C上的任一点，则有

/*（ Ji） = 0. （ 5 - 2）

当曲线C绕z轴旋转时，点养绕z轴转到另一点 

^{x,y,z），这时2=2!保持不变，且点Af到Z轴的 

距离
d = ^/x2 + J2 = i Jj I.

将 A = ± ^/x2 +y2代入(5 -2)式，就有

/( ± /x2 +y ,z) =0， (5 -3)

叫(0, yvzx)

图8 —
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第五节曲面及其方程

这就是所求旋转曲面的方程.
由此可知，在曲线C的方程/（：r，2） =0中将y改成± /x2+/，便得曲线C 

绕Z轴旋转所成的旋转曲面的方程.
同理，曲线c绕y轴旋转所成的旋转曲面的方

程为
f（y, ± ^/x2 +z2） =0. （5-4）

例3直线L绕另一条与L相交的直线旋转 

一周，所得旋转曲面叫做两直线的交点叫

做圆锥面的两直线的夹角a 叫
做圆锥面的半项角.试建立顶点在坐标原点0,旋 

转轴为z轴，为a的圆锥面（图8 -39 ）的 

方程.
解在y仏坐标面上，直线L的方程为

z = ycot a.

(x, y, z)

图8-

(5-5)

因为旋转轴为Z轴，所以只要将方程（5 -5）中的：T改成± V^ + y2,便得到这圆 

锥面的方程
^%2 + y1 cot

或
/=a2（^2+r2）, （5-6）

其中 a = cot a.

显然，圆锥面上任一点M的坐标一定满足方程（5 -6）.如果点M不在圆 

锥面上，那么直线与1轴的夹角就不等于a，于是点M的坐标就不满足方 

程（5-6）.
例4将％化坐标面上的双曲线

分别绕z轴和％轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程.
解绕/轴旋转所成的旋转曲面叫做旋转单叶双曲两（图8 - 40），它的方

程为

绕％轴旋转所成的旋转曲面叫做旋转双叶双曲面（图8 _41），它的方程为
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第八章向量代数与空间解析几何

C2 =1.

一-1〆

图8 -40 图8-

三、柱面

我们先分析一个具体的例子.
例5方程？+〆=#表示怎样的曲面？
解方程/ +y2 =i?2在Wy面上表示圆心在原点0、半径为的圆.在空间

直角坐标系中，这方程不含竖坐标即不论空间点的竖坐标2怎样，只要它的横
坐标％和纵坐标；T能满足这方程，那么这些点就在这曲面上.这就是说，凡是通
过Wy面内圆/ +y2 =R2上一点Mb,y,0），且平行于z轴的直线/都在这曲面
上，因此，这曲面可以看做是由平行于z轴的直线Z沿^^面上的圆/ =/?2
移动而形成的.这曲面叫做H样面（图8 -42）面上的圆/ +/ =丑2叫做它
的准线，这平行于z轴的直57^故它的母线.

- - -
一般地，直线L沿定曲线C平行移动形成的 

轨迹叫做廷更，定曲线C叫做g两的准线，动直线
L叫做桂藏輕-
上面我们看到，不含z的方程/ 在空

间直角坐标系中表7K圆柱面，它的母线平行于2 
轴，它的准线是面上的圆A；2 +/ =R2.

类似地，方程r =2%表示母线平行于z轴的 

柱面，它的准线是Wr面上的拋物线r =仏，该柱 

面叫做拋物柱面（图8-43）.
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第五节曲面及其方程

又如，方程x-y=0表示母线平行于z轴的柱面，其准线是面上的直线 

:K=0,所以它是过z轴的平面（图8-44）.

图8-43

一般地，只含ty而缺z的方程F（%，y） =0在空间直魚坐标系中表示母线 

平行于z轴的柱面，其准线是面上的曲线C：F（x,r） =0 （图8-45）.
类似可知，只含而缺y的方程GUy） =0和只含而缺％的方程 

丑（y,z） =0分别表示母线平行于y轴和x轴的柱面.
例如，方程^-^=0表示母线平行于y轴的柱面，其准线是面上的直线 

% 4=0.所以它是过y轴的平面（图8-46）.

^(x, y)=0 H

:-z=0

四、二次曲面

与平面解析几何中规定的二次曲线相类似，我们把三元二次方程 

0所表示的曲面称为二次曲面，把平面称为一次曲面.
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二次曲面有九种，适当选取空间直角坐标系，可得它们的标准方程.下面就 

九种二次曲面的标准方程来讨论二次曲面的形状.

(1)樵圆锥面
- - - - - - - a b

以垂直于Z轴的平面Z = f截此曲面，当kO时得一点(0,0,0);当时， 
得平面上的椭圆

X2 y1

(at)2 (bt)2
当(变化时，上式表示一族长短轴比例不变的椭圆，当m从大到小并变为o时， 
这族椭圆从大到小并缩为一点.综合上述讨论，可得椭圆锥面(1)的形状如图 

8 - 47所示.

平面与曲面F(x,yyz) =0的交线称为通过综合截痕的变化来了 

解曲面形状的方法称为鶴痕g.
我们还可以用伸缩方法来得出椭圆锥面(1)的形状.
先说明xOy平面上的图形伸缩变形的方法.在平面上，把点财(1，7)变 

为点iTU，Ay)，从而把点M的轨迹C变为点，的轨迹C'，称为把图形C沿y 

轴方向伸缩A倍变成图形假如C为曲线FO，y) =0,点e C,点、M
变为点 ，：K2 )，其中 h ,r2 = Ari，即叼=^2»7i = -^-r2，因点 M e c，有

A

,ri） = 0,故 h%

F
A 0.例如把圆

2j =0,因此点Mf(x2f y2)的轨迹C'的方程为 

r2 =a2沿y轴方向伸缩土倍，就变为椭圆士■ +$■ = l

（图8 -48）.

图8 -47 图8 -‘
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第五节曲面及其方程

类似地，把空间图形沿:T轴方向伸缩•^倍，圆锥面^(图8-39)就
a a

变为椭圆锥面= 图8-47). 
a b

利用圆锥面(旋转曲面)的伸缩变形来得出橢圆锥面的形状，这种方法是研 

究曲面形状的一种较方便的方法.
(2)椭球面

- - - -  a_ b

2

2 2 2 
X J Z
—+7T + —= 
a b c

把A；02面上的椭圆^ 二1绕Z轴旋转，所得曲面称为旋转椭球面，其方
a c

程为
2,2 2 

X +y Z .
—^+― = 1- 

a c

再把旋转椭球面沿:r轴方向伸缩•^倍，便得椭球面
a

(2)的形状如图8-49所示.
当a = 6 = c时，椭球面(2)成为X2 +yz + z2 = a2, 

这是球心在原点、半径为a的球面.显然，球面是旋转 

椭球面的特殊情形，旋转椭球面是椭球面的特殊情
形.把球面/+/+/= a2沿z轴方向伸缩丄倍，即得 图8-49

旋转椭球面 +4 = 1;再沿y轴方向伸缩倍，即得椭球面(2). 
a c a

2 2 2 
^r+^r-Ar = l

把:面上的双曲线
X2 z2

1绕z轴旋转，得旋转单叶双曲面
^2

a' c2 a

(图8-40).把此旋转曲面沿:r轴方向伸缩土倍，即得单叶双曲面(3).

(4)双叶双曲面4-7T-4 = 1
- - - - - - - a b c

I $=i绕$轴旋转，得旋转双叶双曲面把xOz面上的双曲线4 x y +z
7 7~

(图8 -41)，把此旋转曲面沿:r轴方向伸缩■^倍，即得双叶双曲面(4).
C

(5)椭圆拋物两^ + ir = ^X
a~Mb2
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第八章向量代数与空间解析几何

把^^面上的抛物线~ = 2绕Z轴旋转，所得曲面叫做旋转抛物面，如图

8-50所示.把此旋转曲面沿y轴方向伸缩上倍，即得椭
a

圆拋物面(5).
J2

-■_〆 一夕b2 ~Z(6)双曲抛物面

双曲抛物面又称马鞍面，我们用截痕法来讨论它的

图8 — i

形状.
用平面％ ^截此曲面，所得截痕/为平面$ 上的 

拋物线
r2

——^― =7 — — ■

b2 a2f

此抛物线开口朝下，其顶点坐标为
t2

x =t, y =0, z =—.
a

当f变化时，Z的形状不变，位置只作平移，而Z的顶点的轨迹L为平面y=0上的 

拋物线

因此，以Z为母线，L为准线，母线/的顶点在准线L上滑动，且母线作平行移动， 
这样得到的曲面便是双曲拋物面(6)，如 

图8- 51所示.

还有三种二次曲面是以三种二次曲 

线为准线的柱面
2 2 2 2

汁1， ay.

依次称为輕§挂1、驭應桂男、§赞疰屑二 

柱面的形状在第三寸 

不再赘述. 图8 -51

习题 8-5

1.—球面过原点及4(4,0,0)、5(1，3,0)和C(0,0, -4)三点，求球面的方程及球心的坐 

标和半径.
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第六节空间曲线及其方程

2. 建立以点(1，3, -2)为球心，且通过坐标原点的球面方程.
3. 方程？+〆+22-2x+4y+ 2z =0表示什么曲面？

4. 求与坐标原点0及点(2,3,4)的距离之比为1:2的点的全体所组成的曲面的方程，它 

表示怎样的曲面？
5. 将xCb坐标面上的抛物线/ =5^;绕x轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程.
6. 将坐标面上的圆x2+z2=9mz轴旋转一周，求所生成的旋转曲面的方程.
7. 将坐标面上的双曲线4/ -9/ =36分别绕^轴及y轴旋转一周，求所生成的旋转 

曲面的方程.
8. 画出下列各方程所表示的曲面：
0)( 

⑶^

2
2 2

t Z
一 +—— 9 4

2 (2) -^-4-^ = 1；
4 9

(4) r2 -2 = o；

(5) z = 2 - x2.

9. 指出下列方程在平面解析几何中和在空间解析几何中分别表示什么图形：
(1) a; =2； (2) y =x + 1 ；
(3) a;2 + j2 = 4； (4) x2 -y2 = 1.

10. 说明下列旋转曲面是怎样形成的：
. 1 . X2 y2 z t
⑴ T+9 +T = 1;

(3) x -y1 -z 

11.画出下列方程所表示的曲面：
(1) 4a:2 + y2 -z = 4； (2)

(3)f4+f

(2) +

(4) (2-a)2 -=-x +72.

y2 -4z2 = 4；

12.画出下列各曲面所围立体的图形：
(1) z =0, 2=3，a: - y =0, x -石y =0, xz +y2 = l (在第一圭卜限内)；

(2) x =0, y =0, z = 0, x2 + y2 = R2 y y2 + z2 = R2 (在第一卦限内)•

第六节空间曲线及其方程

一、空间曲线的一般方程

在第三节中，我们已经知道空间曲线可以看做两个曲面的交线.设 

F(A；，y，z) =0和 G(x,ytz) =0

是两个曲面的方程，则方程组
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(6-1)
rF(x,y,z) =0,
[G(x,yfz) =0.

就是这两个曲面的交线C：的方程，这方程组(6 -U也叫做g间典_ C轉二瓣
—糖.
例1方程组

[X2 +y =1,

\2x +3z =6
表示怎样的曲线？
解方程组中第一个方程表示母线平行于z轴的圆柱面，其准线是xOy面 

上的圆，圆心在原点0,半径为1.方程组中第二个方程表示一个母线平行于y轴 

的柱面，由于它的准线是zOi面上的直线，因此它是一个平面.方程组就表示上 

述平面与圆柱面的交线，如图8-52所示.
例2方程组

/2 2 :扣一 ％ - y，

表示怎样的曲线？
解方程组中第一个方程表示球心在坐标原点0,半径为a的上半球面.第二 

个方程表示母线平行于2轴的圆柱面，它的准线是％0^面上的圆，这圆的圆心在点

2 ，0，半径为y.方程组就表示上述半球面与圆柱面的交线，如图8 -53所示.

图8 —:

二、空间曲线的参数方程

空间曲线c的方程除了一般方程之外，也可以用参数形式表示，只要将(: 

46 •

john
新建图章



第六节空间曲线及其方程

上动点的坐标和2：表示为参数f的函数：
{x =x（t）,
y = r（t）, （6-2）

z=z（t）.

当给定t=tA时，就得到C上的一个点（七，y, a ）;随着£的变动便可得曲线C上 

的全部点.方程组（6 -2）叫做空间曲线的参数方程.
例3如果空间一点M在圆柱面^+/=a2上 

以角速度0> 绕2：轴旋转，同时又以线速度2；沿平行 

于^轴的正方向上升（其中0和〃都是常数），那么 

点M构成的图形叫做.试建立其参数方程.
解取时间f为参数.设当f =0财，动点位于X 

轴上的一点4（a，0,0）处.经过时间i，动点由4运动 

到M{x,y,z）（图8 - 54）•记M在Wy面上的投影 

为M'，M'的坐标为m0.由于动点在圆柱面上以角 

速度0绕z轴旋转，所以经过时间t，AAOMf=（ot.
从而

x = I OMr I cos /L AOM' = acos cot, 

y = I OM' I sin /_AOM' = asin wt.

由于动点同时以线速度〃沿平行于z轴的正方向上升，所以
z = M'M = vt.

因此螺旋线的参数方程为
{% = acos o）t, 

y = asin cot, 

z = vt.

也可以用其他变量作参数.例如令0 =如，则螺旋线的参数方程可写为
■X = acos 0, 

y = asin 6, 

z = bd.

图8-

这里6 而参数为0.

螺旋线是实践中常用的曲线.例如，平头螺丝钉的外缘曲线就是螺旋线.当 

我们拧紧平头螺丝钉时，它的外缘曲线上的任一点M，一方面绕螺丝钉的轴旋 

转，另一方面又沿平行于轴线的方向前进，点M就走岀一段螺旋线.
螺旋线有一个重要性质:当0从0。变到^ + a时，2由⑽。变到⑽。+ 这
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说明当OiT转过角a时，点M沿螺旋线上升了髙度，即上升的髙度与OM，转 

过的角度成正比.特别是当转过一周，即a =2tt时，点M就上升固定的高度 

h=2vb.这个高度h=2^b在工程技术上叫做螺距.
•曲面的参数方程
下面顺便介绍一下曲面的参数方程.曲面的参数方程通常是含两个参数的 

方程，形如
^ =x(s,t), 

r=r(s,t)f (6-3)

例如空间曲线厂
•x=(p(t),

,Z = 0)(t)

绕z轴旋转，所得旋转曲面的方程为
= 7[^(032 + [ip(t)]2cos 0，

(6-4)7 = ⑴］2 + ［＞⑴］2sin 0，
、z = 0)(t)

这是因为，固定一个U辱r上一点绕z轴旋转，得 

空间的一个圆，该圆在平面z = w(0上，其半径为点％到2轴的距离

y［史⑴］2 + 0⑴］2,因此，固定t的方程(6 -4)就是该圆的参数方程.再令 

在［a,/3］内变动，方程(6-4)便是旋转曲面的方程.
例如直线

4=1,

r-,
,z =2t

绕z轴旋转所得旋转曲面(图8-55)的方程为
^/\+7'cos 6,

y = v 1 + t2 sin 6,

= 2t

上式消去〖和I得曲面的直角坐标方程为7 +r2=i + 

又如球面/+/+/=«2可看成面上的半圆周
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第六节空间曲线及其方程

x = asm (p

r =o,

z = acos (p,

绕z轴旋转所得(图8-56)，故球面方程为
x = asin (pcos 0, 

y = asin <psin 6, 

z = acos (p,

图8-56

三、空间曲线在坐标面上的投影

设空间曲线C的一般方程为（6-1），现在来研究由方程组（6-1）消去变量 

么后（如果可能的话）所得的方程
Hix.y） =0. （6-5）

由于方程（6-5）是由方程组（6 -1）消去z后所得的结果，因此当〜；）^和^： 
满足方程组（6 - 1）时，前两个数a;、；k必定满足方程（ 6 - 5），这说明曲线（：上的 

所有点都在由方程（6 -5）所表示的曲面上.
由上节知道，方程（6-5）表示一个母线平行于z轴的柱面.由上面的讨论可 

知，这柱面必定包含曲线以曲线（：为准线、母线平行于z轴（即垂直于 

面）的柱面叫做曲线C关于面的缉f 投影柱面与面的交线叫做
空间曲线C在Wy面上的因此，方程（6 -5）所表示的柱 

面必定包含投影柱面，而方™
rH（xfy） =0,
[z=0

所表示的曲线必定包含空间曲线C在;面上的投影.
词理，消去方程组（6 - 1）中的变量a;或变量:r，再分别和^=0或y=0联立，
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第八章向量代数与空间解析几何

(6-6)

(6-7)

我们就可得到包含曲线C在〆^面或面上的投影的曲线方程：
\R{yfz） =0, \T{x,z） =0,

U=o, Mr=o.
例4已知两球面的方程为

+ j2 + 22 = 1

和
/ + （y - 1 ）2 + O - 1 ）2 = 1，

求它们的交线C在xOy面上的投影方程.
解先求包含交线C而母线平行于2轴的柱面方程.因此要由方程（6-6）、 

（6-7）消去z，为此可先从（6-6）式减去（6-7）式并化简，得到
y +2 = 1.

再以2 = 1 -y代入方程（6-6）或（6-7）即得所求的柱面方程为
%2 + 2y2 - 2j = 0.

容易看出，这就是交线c关于面的投影柱面方程，于是两球面的交线在^^ 

面上的投影方程是
rx2 +2y2 - 2j = 0,
[z=0.

在重积分和曲面积分的计算中，往往需要确定一个立体或曲面在坐标面上 

的投影，这时要利用投影柱面和投影曲线.
例5设一个立体由上半球面74-^-/和锥面2= 73（/+/）所围 

成（图8 -57），求它在Wy面上的投影.
解半球面和锥面的交线为

C.
-x2 - y2 ,

L2= v 3 （ a;2 + y2）.

由上列方程组消去Z，得到V +/ =1.这是一个 

母线平行于、轴的圆柱面，容易看出，这恰好是 

交线C关于xOy面的投影柱面，因此交线（:在 

面上的投影曲线为
rx2 + J2 = 1 ,

{z = 0.

这是x^：）'面上的一个圆，于是所求立体在面上的投影，就是该圆在面上 

所围的部分
X1 + J2 ^ 1.

图8-
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总习题八

习题 8 —6

画岀下列曲线在第一 ih'限内的图形：

(2)
\2= V4 - 

[a; - j =0；

y4-x2 -y2 ,rx = 1,

(1)U
rx2 +y2 = a ,

(3)U".
2. 指出下列方程组在平面解析几何中与在空间解析几何中分别表示什么图形：

2 2

ry =5x + 17 f + ―― = 1,⑴U-3;⑵匕9 人
3. 分别求母线平行于x轴及;k轴而且通过曲线广="7 +22 =16’的柱面方程.

［x +z -y =0

4. 求球面与平面无+2 = 1的交线在xOy面上的投影的方程.
5. 将下列曲线的一般方程化为参数方程：

(2) \
0.⑴

厂2 +/ +■
\y = x；

(2) |"(欠―1)2 +〆 + (2 + 1)2 =4,

U = l

{x = acos 0,

r = asin 0，在三个坐标面上的投影曲线的直角坐标方程. 

z -bd

1.求上半球0$2彡-y2与圆柱体a2 + y2 ^ ax ( a > 0)的公共部分在xOy面和 

%&面上的投影.
8.求旋转抛物面z=/+/ (0在2在4)在三坐标面上的投影.

总习题八

1.填空：
(1) 设在坐标系［0d，y，刎中点4和点m的坐标依次为和，则在

［旬/，/^］坐标系中，点M的坐标为_ _ _  ，向量g的坐标为_ _ _ _ ；
(2) 设数不全为0，使人10+人26+人，=0,则0、6、£：三个向量是 的;
(3) 设 a = (2,1,2) ,* = (4, -1,10) 且 丄c，贝lj A =_ _ _ _ _ ;

(4) 设lal = 3, I 办 I = 4, I c I = 5,且满足 a+*+c=0,则 办 xc+cxal =

2.下列两题中给出了四个结论，从中选出一个正确的结论：
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第八章向量代数与空间解析几何

(1)设直线[的方程为^_y + 2 = 1’则L的参数方程为( )；
I2x +y +z =4,

2t {x = 1 - 2t, 
y = - l +t 

2 = 1 + 3t

= 1 -2t，
(D) !y= - l -t 

12 = 1 + 3t

(A) )y = l +t,
[z = 1 + 3f

{x = 1 - 2t, 
y = l-t, 

z = 1 + 3t

(2)下列结论中，错误的是( ).
(A) 2+2/+/=0表示椭圆拋物面 

(B) / +2/ =1 +3/表示双叶双曲面 

(C) x2+/-(2-l)2=0表示圆锥面 

(D) / 表示拋物柱面
3.在;r轴上求与点VI，-3,7)和点5(5,7, -5)等距离的点.
4.已知△仙C的顶点为4(3，2, -1)、5(5, -4,7)和C( -1，1，2)，求从顶点C所引中线 

的长度.
5.设ZUflC的三边互？ =0、技= 6 = C，三边中点依次为/)、£：、厂，试用向量/1、6、(表示

怒、益、技，并证明
AD +^E + cf=0.

6.试用向量证明三角形两边中点的连线平行于第三边，且其长度等于第三边长度的一半. 

7.设la+61 = ，fl = (3,-5,8)= ( -1，1，2)，求：

A
8.设=#，1办丨=1，U＞) =|，求向量a+办与的夹角.

o

A
9.设 fl+3办丄7a-5fe，a-4办丄7＜1—2办，求(a，6).

八
10.设《 = (2, -1，-2)，6 = (1,1，2)，问=为何值时0,6)最小？并求出此最小值.

A
11.设Ifll =4，m =3，(aj) ■，求以0+26和fl-36为边的平行四边形的面积..

0

12.设fl = (2, -3，1)，6 = (1，-2,3)/=：(2，1，2)，向量/'满足/'丄＜1，/'丄*，？1^/* = 14,

求r.
13.设fl = ( -1,3,2),6 = (2, -3, -4),c = ( -3，12,6)，证明三向量＜1、6、0共面，并用＜| 

和办表示c.
14.已知动点M(xu)到xO)-平面的距离与点M到点(1，-1，2)的距离相等，求点M 

的轨迹的方程.
15.指出下列旋转曲面的一条母线和旋转轴：

(1) z=2(x2 + j2) ； (2) f^+^-+|^ = 1；
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总习题八

(3) z2 = 3(x2 +y2)； ⑷欠2
4 4

16. 求通过点4(3,0,0)和B(0,0，1)且与;面成f角的平面的方程•

17. 设-平面垂直于平.-()，并通过从点到直线| = +1=()’的垂线，求此

平面的方程•
18. 求过点(-1，0,4)，且平行于平面k-4y+2-10=0,又与直线^

的直线的方程.
19. 已知点4(1，0,0)及点fi(0,2，l)，试在2轴上求一点C,m^ABC的面积最小.

20. 求曲线r=2—x 2在三个坐标面上的投影曲线的方程•
lz = (^-i)2 +(r-1)2

21. 求锥面与柱面/ 所围立体在三个坐标面上的投影.
22. 画出下列各曲面所围立体的图形：

⑴拋物柱面平面Z=0及子+ | = 1;

-相交

(2)抛物柱面/ -2,平面 y=0，z=0及 x+y = l;

-y2:(3) 圆锥面// +/及旋转拋物面2 =2 -

(4) 旋转抛物面/ +/ =z，柱面y2 =;c，平面z =0及a;
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第九章多元函数微分法及其应用

上册中我们讨论的函数都只有一个自变量，这种函数叫做但在很 

多实际问题中往往牵涉多方面的因素，反映到数学上，就是一 于多个 

变量的情形.这就提出了多元函数以及多元函数的微分和积分问题.本章将在一 

元函数微分学的基础上，讨论多元函数的微分法及其应用.讨论中我们以二元函 

数为主，因为从一元函数到二元函数会产生新的问题，而从二元函数到二元以上 

的多元函数则可以类推.

第一节多元函数的基本概念

一、平面点集 维空间

在讨论一元函数时，一些概念、理论和方法都是基于R1中的点集、两点间的 

距离、区间和邻域等概念•为了将一元函数微积分推广到多元的情形，首先需要 

将上述一些概念加以推广，同时还需涉及一些其他概念•为此先引人平面点集的 

一些基本概念，将有关概念从R1中的情形推广到R2中；然后引人n维空间，以 

便推广到一般的Rn中.

1.平面点集

由平面解析几何知道，当在平面上引入了一个直角坐标系后，平面上的点 

户与有序二元实数组（sy）之间就建立了——对应.于是，我们常把有序实数 

组U，y）与平面上的点P视作是等同的.这种建立了坐标系的平面称为坐标 

平面.二元有序实数组（hy）的全体，即R2 = R x R = | （x,y） R}就表示
坐标平面.
坐标平面上具有某种性质P的点的集合，称为平面点集，记作 

E= I （x,y）丨U，y）具有性质Pi.
例如，平面上以原点为中心、r为半径的圆内所有点的集合是

C = { （x,y） 1欠2 +〆 <r2 | •

如果以点P表示（>，7），丨OPI表示点P到原点0的距离，那么集合C也可表成
C= \P\\0P\ <r|.
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第一节多元函数的基本概念

现在我们来引入R2中邻域的概念.
设^(^)，：>'。)是％^平面上的一个点，5是某一正数.与点AU。，/。)距离小 

于5的点的全体，称为点P。的记作f/(P。/)，即
U(P0,8) =\P\TPP0\ <8},

也就是

尸3

U(P0,8) = | (>，y) I ^/(x -x0)2 + (y -y0)2

点P。的去心5邻域，记作&(尸。，5)，即

U(P0,8) = |PIO< IPP0I <8\.
在几何上，就是Wy平面上以点PQ(%，y。)为中心』>0为半径的 

圆内部的点的全体.
如果不需要强调邻域的半径S，则用f/(P。)表示点P。的某个邻域，点P。的 

去心邻域记作汾(尸。).
下面利用邻域来描述点和点集之间的关系.
任意一点PeR2与任意一个点集£：〔厌2之间必有以下三种关系中的一种：
(1) 内輿:如果存在点P的某个邻域U(P)，使得U(P) Cl那么称P为E 

的内点(如图9 -1中，P,为E的内点)；
(2) 如果存在点P的某个邻域f/(P),

使得t/(P)n£：= 0，那么称P为五的外点(如图 

9-1中，P2为五的外点)；
(3) 边界点：如果点P的任一邻域内既含有 

属于E的有不属于五的点，那么称P为E 

的边界点(如图9-1中，匕为瓦的边界点).
E的边界点的全体，称为五的边畀，记作祕.
E的内点必属于E;E的外点必定不属于 

而五的边界点可能属于I也可能不属于R
任意一点P与一个点集五之间除了上述三种关系之外，还有另一种关系， 

这就是下面定义的聚点.
如果对于任意给定的S>0,点P的去心邻域&(p，5)内总有£：中的 

点，戒^/3是E的赛虑.
由聚点的定义可^^存集五的聚点P本身，可以属于五，也可以不属于&

例如，设平面点集
E = | (x,y) II <x2 +y2^2[.

i •

图9 -

Pi
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第九章多元函数微分法及其应用

满足1 <? +/ <2的一切点Uj）都是五的内点;满足/ +r=i的一切点h，y） 
都是E的边界点，它们都不属于仏满足/+/ =2的一切点U，y）也是E的边界 

点，它们都属于A点集e以及它的边界上的一切点都是E的聚点.
根据点集所属点的特征，再来定义一些重要的平面点集.

如果点集E的点都是E的内点，那么称五为开集.
g^:如果点集E的边界祕CE，那么称E为闭集.
例如，集合f（〜y） II </ +〆 <2j是开集;集合I （ty） II彡/ +/彡21是闭 

集;而集合|（〜y）ll </ +/彡21既非开集，也非闭集.
莲通_:如果点集E内任何两点，都可用折线联结起来，且该折线上的点都 

属于称五为
g碑（或幵区域的开集称为区域或开区域.
$墚连同它的边界一起所构成的点集称为闭区域.
例如，集合i U，：K）丨1 </ +/ <2!是区域，而集合i （a； j） II彡？ +/彡21是 

闭区域.
有界寒:对于平面点集A如果存在某一正数『，使得

EcMO’r），

其中0是坐标原点，那么称£■为有界集.
无界一个集合如果不是有界集，就称这个集合为无界集.
例如，集合I （xiy）\l^x2 +/$21是有界闭区域，集合| U，y） k + y >0｝是 

无界开区域，集合1 （x,y） \x +y>（M是无界闭区域.

•2.几维空间

设打为取定的一个正整数，我们用R"表示n元有序实数组（：^，h，...，\） 
的全体所构成的集合，即

Rn = R x R x …x R = j （欠"欠2，…，久„） e R，f = 1，2，…，/I! •

Rn中的元素（々，巧，…，心）有时也用单个字母X来表示，即x =（〜，心，…，\ ）.当 

所有的巧（i=l，2,…，；0都为零时，称这样的元素为IT中的零元，记为0或0.在 

解析几何中，通过直角坐标系，R2 （或R3）中的元素分别与平面（或空间）中的点
或向量建立- 对应，因而Rn中的元素x = （々，&，…，心）也称为Rn中的一个点
或一个ri维向量，义称为点x的第£个坐标或n维向量x的第£个分量.特别地，Rn 

中的零元0称为R"中的坐标原点或;z维零向量.
为了在集合RR中的元素之间建立联系，在R"中定义线性运算如下：
设x = O, ，…，〜）= （yi，y2，…，:rj为Rn中任意两个元素，A e R，规定
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第一节多元函数的基本概念

x+y = (xl +yiix2 +r2,***^„+r„),

\x = (A^! ,Xx2，•-- ,Xxn).

这样定义了线性运算的集合Rn称为nimm.
Rn中点a：=(〜，无2,…，无„)和点少=(h，:r2，…，yn)间的距离，记作p(d)，

规定
p(u) = -L)2 + (欠2-y2)2 + …+ (n)2.

显然，=1，2,3时，上述规定与数轴上、直角坐标系下平面及空间中两点间的距 

离一致.
R"中元素A： = (A，巧，…八)与零元0之间的距离p(jt：，0)记作II II (在 

R1、R2、R3中，通常将 II a: II.记作 lx I)，gp

II ^ II =如X
采用这一记号，结合向量的线性运算，便得

II ^ -y II = 7(^1 - Jl)2 + (^2 -r2)2 + ••- + (Xn -Tn)2 =p{x,y).

在71维空间Rn中定义了距离以后，就可以定义Rn中变元的极限：
设 x =(〜，％2,…，％„)=(〜，a2，…，aj e R'如果

II H 11—0，

那么称变元x在IT中趋于固定元fl，记作x—
显然，

x^a<^xi—^alyx2—>a21-'',xn—>an.

在Rn中线性运算和距离的引入，使得前面讨论过的有关平面点集的一系列 

概念，可以方便地引人到n U>3)维空间中来，例如，
设fl = (ai，a2，…，aj eR'S是某一正数，则/I维空间内的点集 

V{a,8) = UlxeRn,p(jc,fl) <5|

就定义为只"中点《的5邻域.以邻域为基础，可以定义点集的内点、外点、边界 

点和聚点以及开集、闭集、区域等一系列概念.这里不再赘述•

二、多元函数的概念

在很多自然现象以及实际问题中，经常会遇到多个变量之间的依赖关系，举 

例如下：
例1圆柱体的体积P和它的底半径、高}1之间具有关系

. 57 •

john
新建图章



第九章多元函数微分法及其应用

V = Trr2h.

这里，当r和/^在集合丨（「，/0卜>0，/1>01内取定一对值（;•，幻时，F的对应值就 

随之确定.
例2 —定量的理想气体的压强/>、体积F和绝对温度71之间具有关系

RT
户=?

其中犮为常数.这里，当f和r在集合|（F，r） iv>o,t>tJ内取定一对值 

（f，r）时，P的对应值就随之确定.
例3设是电阻&和圮并联后的总电阻，由电学知道，它们之间具有

关系

R
jR, + Rr

这里，当A和及2在集合丨（&，&） >0,/?2 >0）内取定一对值（&，&）时，i?
的对应值就随之确定.
上面三个例子的具体意义虽各不相同，但它们却有共同的性质，抽出这些共 

性就可得出以下二元函数的定义.
定义1设D是R2的一个非空子集，称映射R为定义在Z）上的;^ 

通常记为 —
^ =f{x,y） , {x,y） eZ）

或
z=f{P）, P^D,

其中点集乃称为该函数的荦义域^和y称为_变暈，z称为因变量.
上述定义中，与自变量％和：r的一对值（即二元有序实数组）O，y）相对应 

的因变量z的值，也称为/在点（x，y）处的函数值，记作/（x，y），即2=/U，y）.函 

数值/（〜y）的全体所构成的集合称为函数/的慎记作/（Z）），即 

/（D） = \z\z=f（x,y） f（x,y） e Z>|.
与一元函数的情形相仿，记号/与/U，）'）的意义是有区别的，但习惯上常用 

记号 “/（ty），0，}0 e />” 或 =f（x,y） , （x,y） g 来表示 Z> 上的二元函数/• 
表示二元函数的记号/也是可以任意选取的，例如也可以记为= <^（^,7） ,2 =
之0，y）等.
类似地，可以定义三元函数ix =/（x，y，2），（x,yfz） G D以及三元以上的函 

数.一般地，把定义1中的平面点集D换成72维空间Rn内的点集Z），映射 

R就称为定义在上的〃元函数，通常记为.
W =/（〜，％2，…，，（乂，％，…，〜）^!），
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第一节多元函数的基本概念

或简记为

也可记为
:/o)，x = (x1 ,^2, ,x„) eZ),

u =f(P) , P(xl ,x2,--fxn) e D.

在7i = 2或3时，习惯上将点(力，％2)与点(七，巧，^：3 )分别写成与 

这时，若用字母表示R2或R3中的点，即写成p(\y)或M(^；，y，z)，则 

相应的二元函数及三元函数也可简记为z =/(P)&a =/(M).
当n = 1时，n元函数就是一元函数；当/i彡2时，元函数统称为塾. 

关于多元函数的定义域，与一元函数相类似，我们作如下约定：^¥$讨 

论用算式表达的多元函数u =f(x)时，就以使这个算式有意义的变元x的值所 

组成的点集为这个多元函敎的自然定义墚.因而，对这类函数，它的定义域不再 

特别标出.例如，函为
! (x,y) Iaj +7 >0(

(图9 - 2)，这是一个无界开区域.又如，函数2 = arcsin(A；2 + /)的定义域为

I (x,y)\x2 +/^11

(图9-3)，这是一个有界闭区域.

又+广0

图9-3图9-2

设函数2=/(〜y)的定义域为从对于任意取定的点P(xiy) e/)，对应 

的函数值为z=/U，y).这样，以％为横坐标、y为纵坐标和z=/(hy)为竖坐 

标在空间就确定一点当(A；,y)遍取Z)上的一切点时，得到一个空 

间点集
{(xfy,z)\z=f(x,y) f(x,y) eZ)| ,

这个点集称为二元的图形(图9-4).通常我们也说二元函数的 

图形是一张曲
例如，由空间解析几何知道，线性函数z = ax + by + c的图形是一张平面，而 

函数z=^;2 +/的图形是旋转抛物面.
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三、多元函数的极限

2=/㈣

P

图9 -4

先讨论二元函数z =/0,y)当(〜y) —(%。,7。)，即时的 

极限.
这里P^PQ表示点P以任何方式趋于点尸。，

也就是点P与点尸。间的距离趋于零，即
Ippq I = y{% -)2 + (r-ro)2-^0- 

与一元函数的极限概念类似，如果在P{xiy)-^ 

心(％，7。)的过程中，对应的函数值/(^，：)0无限 

接近于一个确定的常数1那么就说4是函数 

/U，y)当hj)—U。，)'。)时的极限.下面用S”

语言描述这个极限概念.
定义2设二元函数/(p) =/(\)0的定义域为仏^(%，:^)是/>的聚点. 

如果存在常数1对于任意给定的正数I总存在正数^使得当点PU，y) eZ)n
时，都有

\f{P)-A\ =l/(^,y) -/II
成立，那么就称常数 >4为函数/(U)当(%，y。)时的极限，记作 

li^i Rx,y) =A ^ f(x,y)-^A ( (^,r)^(^0 ,Jo) ) »
(*，y) —U0，y0) u

也记作
lim/(P) =A 或 f{P)-^A (P->P0).
P-►尸0

为了区别于一元函数的极限，我们把二元函数的极限叫做二重极限.
例4设/U,y) = (x2 +y2)sin . 2 1 2,求证:

欠+7

lim f{x,y) =0.(:，:r)—(o,o/

证这里函数/(^0的定义域为0=尺2\|(0,0)丨，点0(0,0)为Z)的聚 

点.因为
I/O，，)-0丨=

可见，V£：>0,取5 =^/^，则当

(x2 +y2) sin

+ r
o o2 +y2.

0 < V(x -0)2 + (y —0)2 <5, 

即p(〜y) eJond(o,5)时，总有
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第一节多元函数的基本概念

成立，所以

l/0，y) -01 <

lim f(x,y) =0.

必须注意，所谓二重极限存在，是指以任何方式趋于时， 
/(ty)都无限接近于九因此，如果以某一特殊方式，例如沿着一条定直 

线或定曲线趋于时，即使/(^y)无限接近于某一确定值，我们还不 

能由此断定函数的极限存在.但是反过来，如果当以不同的方式趋于 

尸oh。，氕)时，/(hr)趋于不同的值，那么就可以断定这函数的极限不存在.下面 

用例子来说明这种情形.
考察函数

XY X2 + y2 — 0， 

X1 +y2 =0.

/(尤，y) =lx

k
显然，当点P(〜y)沿$轴趋于点(o,o)时，

lim f(x,y) =lim /(^,0) = lim 0 = 0；
(D.) —(0.0) X—O X-^O

y =0

又当点沿：r轴趋于点(o,o)时，
lim f(x ,y) = lim /(0 ,y) = lim 0=0.

(u) —(0,0) ”0 ”0

虽然点P(% j)以上述两种特殊方式(沿％轴或沿y轴)趋于原点时函数的 

极限存在并且相等，但是lim /0，y)并不存在.这是因为当点p(x，y)沿着直
(a：,^) —(0,°)

线y = k趋于点(0,0)时，有
xy t kx2 k _

lim - - - 2 = lim_2 7 2 T — i 1 2 5
(x，y) — (0,0)文 +y X-*0X + k X l + k

y = kx

显然它是随着&的值的不同而改变的.
以上关于二元函数的极限概念，可相应地推广到71元函数w =/(戶)，即w = 

/(七，$2，…，\)上去.

关于多元函数的极限运算，有与一元函数类似的运算法则.
例S 求 lim

(L(o,2) ^

解这里函数^丄的定义域为D =丨0，y) U_0，yeRl为D

的聚点.
由积的极限运算法则，得

lim sin (巧')
(xty)->(092)

lim
U，y) —(o,

rsin(^0 . I =limsin(^)

,2) L xy J xy->0 xy
limy
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1 *2=2.

四、多元函数的连续性

明白了函数极限的概念，就不难说明多元函数的连续性.
定义3设二元函数/（p） =/（t；r）的定义域为为Z）的聚点， 

且hei）•如果

lim /0，y） =/O0，y0），

那么称函数/（A；，y）在点，y。）连续.

设函数/U，：r）在D上有定义，£>内的每一点都是函数定义域的聚点.如果 

函数/（^y）在D的每一点都连续，那么就称函数/（〜7）在/>上连续，或者称 

/（x，y）是D上的连续函数.
以上关于二元函数的连续性概念，可相应地推广到71元函数/（P）上去.
下面，我们把一元基本初等函数看成二元函数的特例（即另一个自变量不出 

现），来讨论它的连续性.先看一个例子.
例6设/（u） =Sim，证明/（x，y）是R2上的连续函数.
证设P0 O0，y0 ） e R2. V > 0，由于sin A；在义0处连续，故3 5 > 0，当 

\x-x0 \ <5时，有

I sin x - sin a:0 I < s.
以上述5作P。的5邻域叭户。，幻，则当PO，y） e叭户。，5）时，显然

1尤一^p（P,P0） <8,
从而

1/（欠，7） -/（x0，y0）丨=Isin x-sin %0丨 <占，

即/（〜7）=—尤在点连续.由尸。的任意性知，sin %作为的二元 

函数在R2上连续.
类似的讨论可知，一元基本初等函数看成二元函数或二元以上的多元函数 

时，它们在各自的定义域内都是连续的.
定义4设函数/（hy）的定义域为是7）的聚点.如果函数 

/（U）在点（〜，y。）不连续，那么称hh。，）'。）为函数的间断点.
例如，前面讨论过的函数

xy
2 »

久‘ + J2 7^ 0 ,
f(xir) =h~ +/

1 0， X2+y2 =0,

其定义域乃=»2,0(0,0)是2)的聚点./O^)当0，y)—(0,0)时的极限不存
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在，所以点CKo,o)是该函数的一个间断点；又如函数

-- x2 + y2

其定义域为
D = | (x,y) \x2 +y2 7^1 \ ,

圆周C = 1 (x,y) \x2 +y2 =1丨上的点都是Z)的聚点，而/O，/)在C上没有定义， 
当然/(〜7)在C上各点都不连续，所以圆周C上各点都是该函数的间断点.
前面已经指出：一元函数中关于极限的运算法则，对于多元函数仍然适用. 

根据多元函数的极限运算法则，可以证明多元连续函数的和、差、积仍为连续函 

数；连续函数的商在分母不为零处仍连续；多元连续函数的复合函数也是连续 

函数.
与一元初等函数相类似，多元初等函数是指可用一个式子表示的多元函数，这

个式子是由常数及具有不同自变量的一元基本初等函数经过有限次的四则运算和
2 2 

y复合运算而得到的.例如，:
+ 7

，sin(x +y), 等都是多元初等函数.

根据上面指出的连续函数的和、差、积、商的连续性以及连续函数的复合函 

数的连续性，再利用基本初等函数的连续性，我们进一步可以得出如下结论： 
一切多元初等函数在其定义区域内是连续的.所谓是指包含在定 

义域内的区域或闭区域. 一
由多元初等函数的连续性，如果要求它在点P。处的极限，而该点又在此函 

数的定义区域内，那么此极限值就是函数在该点的函数值，即
lim/(P) =/( P0 ).
P-*•尸。

例7 求 lim
(x，y) —(1,2) %J

解函数/U，y) 是初等函数，它的定义域为%J
D = | (尤，y) 1x9^0 ,^7^01.

P。( 1，2)为Z)的内点，故存在匕的某一邻域U[P0)[D，而任何邻域都是区域， 

所以f/(P。)是/(ty)的一个定义区域，因此
3_
了.lim

:，;r) —(1，2)

一般地，求Hm/(P)时，如果/(P)是初等函数，且P。是/(P)的定义域的内 

点，那么/(尸)在点h处连续，于是
lim/(P) =/( P0 )-
P—尸0
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例8 求 lim
(*,，■)—(o,o)

4-1 - 1 

xy

解 lim
(.r,r)-^(0,0)

V + 1 - 1 xy + 1 - 1
xy

以上运算的最后一步用到了二元函数

lim
:’7)-(0’0)町(^/Xy + 1+1)

lim ^—=4,
W)-(0,0) y^+T+l 2

1 在点(0,0)的连续性.
y/xy + 1 + 1

与闭区间上一元连续函数的性质相类似，在有界闭区域上连续的多元函数 

具有如下性质：
性质1(有界性与最大值最小值定理)在有界闭区域Z)上的多元连续函 

数，必定在/＞上有界，且能取得它的最大值和最小值.
性质1就是说，若/(P)在有界闭区域D上连续，则必定存在常数M ＞0,使 

得对一切尸e/)，有l/(P)丨且存在&、尽e £＞，使得
/(PJ =max|/(P) IPGZ)| , f(P2) =min\f(P)\P^D\.

性质2(介值定理)在有界闭区域上的多元连续函数必取得介于最大值 

和最小值之间的任何值.
*性质3(—致连续性定理)在有界闭区域Z)上的多元连续函数必定在Z)上

二黎臭寧.
性质3就是说，若/(P)在有界闭区域Z)上连续，则对于任意给定的正数心 

总存在正数S，使得对于D上的任意两点P,、P2，只要当丨＜S时，都有
1/(^) -/(尸2)1 ＜占

成立.

习 m 9-i

1. 判定下列平面点集中哪些是开集、闭集、区域、有界集、无界集?并分别指出它们的聚 

点所成的点集(称为f§)和边界.
(!) I (x,y) lx^0,y^0} ； (2) | (x,r) \1 <x2 +/^4| ；

(3) | (x,y) \y>x21 ；

(4) I (x,y) \x2 + (r-l)2^!} n | (x,y) \x2 + (j-2)2^4l.

2. 已知函数/(xj) +y2 -Aytan 三，试求/(以，ty).
y

3. 试证函数F(^:，y) = In x • In y满足关系式

F(xy,uv) = F(x,u) + F(x,v) + F(y,u)+F(y,v).
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4. 已知函数/（w，w，w;） =iT +iyu + %试求/O +y,x -y,xy）.

5. 求下列各函数的定义域：
(1) Z = ln( j2 -2x + 1) (2) z

^/x+y 」x _ y

(3) z= (4) 2 = ln(y-^)
- % - y1

(5) u = y/R2 - x2 -y2 -z2 +

(6) u = arccos

x2 + y2 + z2 - r2
(R>r>0)；

vV^r2
6.求下列各极限：
(1) Hm 上一，

(o，i)欠 + y
(2)

(3) lim 2_ A”4;
(:，r)—(o,o) xy

(4)

(5) lim tan("j);
(*，y)—(2,o〉 y

(6)

*7.证明下列极限不存在：

(1) lim (2)

ln(a; + ey) 
lim - - ..

U，y)-(1’0) yV +y2

xy

U，yHO,o> y2 _ e-r _ !

1 - cos (a:2 +y2) 
(*,y)-»(o,o) ( jc2 + y2 ) ex2y2

!：„_ _ _ _ _ _ ^_ _ _ _ _ _

（x,y）-（0,0）^ -y

8.函数在何处是间断的？y~2x

•9.证明 lim ,町一=0.
（*,r）-（o,o> y^2 +

*10.设/^，:K） =/（幻，/（4在％处连续，证明：对任意;^6尺，/^，；）0在（0；。山）处连续.

第二节偏导数

一、偏导数的定义及其计算法

在研究一元函数时，我们从研究函数的变化率引入了导数的概念•对于多元 

函数同样需要讨论它的变化率.但多元函数的自变量不止一个，因变量与自变量 

的关系要比一元函数复杂得多.在这一节里，我们首先考虑多元函数关于其中一 

个自变量的变化率.以二元函数z =/（^，y）为例，如果只有自变量％变化，而自变 

量:r固定（即看做常量），这时它就是％的一元函数，这函数对％的导数，就称为 

二元函数^=/0，；）'）对于％的f _：，即有如下定义:
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第九章多元函数微分法及其应用

定义设函数z =/（^，：k）在点（^），y。）的某一邻域内有定义，当:r固定在yQ 
而A；在乂处有增量时，相应的函数有增量

f（x0 +HiX,yQ） -f（x0iy0）,
如果

lim
f、xo △%，y。)- f、$0，To )

Lx (2-1)

存在，那么称此极限为函数z =/（x，：k）在点（％，y。）处对/的偏导数，记作
dz
dx i zx 或 /,Uo，y。）•①

例如，极限（2-1）可以表为

乂：（无o，70 ） = lim
f(xo + ^x,y0) -f(x0yy0)

Ax

类似地，函数2 =/U，y）在点O。，:rQ）处对y的偏导数定义为 

f（xo^7o + Ay） -f（x0ly0）
lim ‘
Ar-+0 Ay

(2-2)

(2-3)

记作
dz of

c = x0’ dy
Zy 或 /y(^o.Jo)-

如果函数Z=：/（A；，y）在区域Z＞内每一点（A；，y）处对％的偏导数都存在，那么这 

个偏导数就是％、y的函数，它就称为函数2=：/（%，7）对自变量％的偏导函数，记作

dz df 
dx’ dx ，人或乂 0，y）

类似地，可以定义函数Z=/U A）对自变量y的偏导函数，记作

羞，盖，~ 或 fy、x，y、.

由偏导函数的概念可知，/（^y）在点（％以。）处对X的偏导数又（％ 7。）显然 

就是偏导函数乂（^y）在点（％，yD）处的函数值;/r （:^，^。就是偏导函数/〆^^） 
在点（％，：K。）处的函数值.就像一元函数的导函数一样，以后在不至于混淆的地 

方也把偏导函数简称为倘导数.
至于实际求2 =/（\7）的偏导数，并不需要用新的方法，因为这里只有一个 

自变量在变动，另一个自变量是看做固定的，所以仍旧是一元函数的微分法问
题.求恶时，只要把^暂时看做常量而对z求导数；求|时，只要把z暂时看做

①偏导数记号\ 乂也记成，/;:，下面髙阶偏导数的记号也有类似的情形.
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常量而对:K求导数.
偏导数的概念还可推广到二元以上的函数.例如三元函数《 =/（iyvO在点 

（%，y，2：）处对％的偏导数定义为

又 U，y,2) = lim
f{x + A^,y,z) -/0，y，z)

Ax

其中是函数的定义域的内点.它们的求法也仍旧是一元函 

数的微分法问题.
例1求n2+3xy+y2在点（1，2）处的偏导数. •
解把;T看做常量，得

a.
dx
-lx + 3y;

把％看做常量，得

将（1，2）代人上面的结果，就得

a£
by

3x + 2y.

dz

dx
2*1+3 *2=8,

dz

dy
1 +2*2=7.

例2求z = Vsin 2》'的偏导数.

解—= 2^sin 2y, — = 2^2cos 2y. 
dx dy

例3 设(x >0，％#1),求证：

1 ^=2z.

y dx In ^ dy

证 因为盖=y /-1，尝一In 1所以

y dx In xdy y In %
In x =xr + xy = 2z.

例4求厂=vV +/+/的偏导数. 

解把y和z都看做常量，得
dr

+y2 + z

由于所给函数关于自变量的对称性①，所以

①这就是说，当函数表达式中任意两个自变量对调后，.仍表示原来的函数.
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第九章多元函数微分法及其应用

例5

证

dr _ y dr _ z 
dy r f dz r '

已知理想气体的状态方程PV = RT (R为常量)，求证: 

dp dV dT—• — • — = _ 丄.
dV dT dp

因为
RT dp RT 

P dV~ V2'

dV RRT

P

所以
dp # dV 

a? * ar
dT

dp

RT
V

dT

dT

¥:

■

P

RT

我们知道，对一元函数来说，$可看做函数的微分dy与自变量的微分tk之

商.而上式表明，偏导数的记号是一个整体记号，不能看做分子与分母之商• 
二元函数z =/（〜：X）在点（％，％ ）的偏导数有下述几何意义.
设财。“。，7。，/U。，7。））为曲面

么=/（〜y）上的一点，过作平面 

y = y。，截此曲面得一曲线，此曲线在 

平面r =70上的方程为2 =f（x,y0）,

则导数 »Jo) 即偏导数

^=f(x,y0)

图9-5

fAxo.Jo），就是这曲线在点Mq处的切 

线似。7；对X轴的斜率（见图9 - 5 ）.同 

样，偏导数7^ （%。，y。）的几何意义是 

曲面被平面工所截得的曲线在点 

M。处的切线M。?；对y轴的斜率.
我们已经知道，如果一元函数在某点具有导数，那么它在该点必定连续但 

对于多元函数来说，即使各偏导数在某点都存在，也不能保证函数在该点连续. 

这是因为各偏导数存在只能保证点P沿着平行于坐标轴的方向趋于时，函数 

值/（戶）趋于f（P0），但不能保证点P按任何方式趋于PQ时，函数值/（P）都趋于 

/（A）.例如，函数
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xy

z =f{x,y） =h +y
k

在点（0,0）对X的偏导数为

x2 + y2 7^0, 

x2 +y2 = 0

乂(0,0) =lim
f(0+Ax,0) -/(0,0) 

A%

f(0,0+Ay) -/(0,0)
同样有

/ （0,0） = linr
J Ay—►O

但是在第一节中已经知道这函数在点（0,0）并不连续.
Ar—o Ay

limO =0 ；
Ax—>0

limO = 0.
Ay—O

二、高阶偏导数

设函数2=/（＞，：）0在区域D内具有偏导数
dz zfAx^y)» =/r(^»y)»

于是在内乂“，y），/；（＞，y）都是hr的函数.如果这两个函数的偏导数也存 

在，那么称它们是函数z=/（〜W的三按照对变量求导次序的不同有 

下列四个二阶偏导数：
d I _ 5_2 

dx) dx2 乂“〜，i(S]=ik=fxy(Xiy)
d ( dz' d ‘ d ‘dx[ey）-srsXzf^yh i（£）=#0’y）

其中第二、三两个偏导数称为辱：同样可得三阶、四阶……以及阶偏 

导数.二阶及二阶以上的偏导数统称为
d2z d2z d：

例6设 z = x3 y2 - 3xy3 - xy + 1，求
、ll 及ll. 

dx2、dydx^dxdy^dy2 dx3

dz dz解 ^ = 3.y-3r3-r，^=2,3r-9,/

^2 
d 2

dx:

a2

: 6xy2,
dydx

d2z
8xdy 6xy-9y -l\8y

= 6x2y - 9y2 - 1; 

2x3 - 18^y；

dx：
6y2.
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我们看到例6中两个二阶混合偏导数相等，即 

事实上，有下述定理.

dz dz
dydx dxdy

.这不是偶然的，

定理如果函数2=/（%，7）的两个二阶混合偏导数i丄及上丄在区域/）内
5 dydx dxdy

连续，那么在该区域内这两个二阶混合偏导数必相等.
换句话说，二阶混合偏导数在连续的条件下与求导的次序无关.这定理的证 

明从略.
对于二元以上的函数，也可以类似地定义髙阶偏导数，而且高阶混合偏导数 

在偏导数连续的条件下也与求导的次序无关.
例7验证函数2 = In 满足方程

->2 _2 
d z d z ^
―2 + —7 = 0.dx2 By

证因为 z = ln +r2 =yln(A；2 +r2)，所以

因此

0£_ X dz__ y
dx 'x2 + 2 ? 

y dy a；2 + 2 ?

J
d2z (,2 +/) -x • 2x 2

— 7 —-
dx2 {x2 + r2)2 一 U2 + y2)2’

d2z (-2 + J2) 2y /
d/ y2)2 ~ {%2 + r2)2*

d2z 
- - +

d2z • y2 -x2 oc1 — j2
dx2 dy2 "(^2+r2)2 +

(/”2)2
例8证明函数“=+满足方程

d2u d2u d2u

扣 n=o.
其中/• = yx2 +y2 +Z2.

证 du — 1 dr 1 X

dx r2 dx 厂2
T

d2 u 1 3x • dr 一 ] 3x2
2 = dx

- - - - - J- - - - - -

r3 r4 dx rr +^r-

因为函数关于自变量的对称性，所以

U +纪心―1 J
0 一 of ^ m Z-—.- - - - :- - - - - - -

dz

因此
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第二节偏导数

d2u d2u d2 u 3 3(xz + y2 + z2)
.. . .  -4- ■■ • +

dx2 dy2 dz2

例7和例8中的两个方程都叫做疫fH（Laplace）友稈，它是数学物理方 

程中一种很重要的方程. — 一

习题 9-2

1. 求下列函数的偏导数：

(1)2 - % j - y3欠；

(3) z = ^ln(xy);

(5) z = In tan
y

r

(7) u=x^ ；

2. 设^冗^，求证g + g芸=0.

(2) 5
u2 + v2

(4) 2 = sin(A：y) + cos2 (^j); 

(6) 2=(1+ xy)y ；

(8) u = arctan(a; -y)z.

3.设z = e_（士++），求证？夺+〆 dz

dx dy
: 22.

4. 设/（u0 + （，，- l）arcsiii求乂

X2 +y2
5. 曲线|Z_ 4 ，在点（2,4,5）处的切线对于X轴的倾角是多少？

Ly =4

6. 求下麵数的^!，;^!器：

（1） z = aj4 + y4 -4x2y2;

（2） z = arc tan ；

（3） z=yx.
7. 设/0，y，z） = V 十：^2 +以2,求九⑺，0，1），/^1，0,2），A:（0, 一1，0）及/-（2,0，1）

8. 设2 = adn（巧0，求一及-
dx2 dy dxdy

9.验证：

(1) y = e"ln2,sin nx 满足營

广，——5——T、并 r~«a2r a2r a2r 2
(2) r= ^ ” +「满足p w了
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第九章多元函数微分法及其应用

第三节全微分

一、全微分的定义

由偏导数的定义知道，二元函数对某个自变量的偏导数表示当另一个自变 

量固定时，因变量相对于该自变量的变化率.根据一元函数微分学中增量与微分 

的关系，可得
f(x + ^y) -f(x,y)^fx (x,y)Ax,

f(x,y + Aj) ~f{x,y) Ay.

上面两式的左端分别叫做二元函数对％和对：K的而右端分别叫做二元 

函数对％和对:K的偏微分.
在实际问题中，有时需要研究多元函数中各个自变量都取得增量时因变量 

所获得的增量，即所谓全增量的问题.下面以二元函数为例进行i寸论.
设函数2=/U，；r)在点的某邻域内有定义，+ +

邻域内的任意一点，则称这两点的函数值之差^ + A：^ _/(＞，y)为函数 

在点P对应于自变量增量Ax和Ay的全增量，记作Az, gp
^z=f{x + ^x,y + ^y) -f(x,y). (3-1)

一般说来，计算全增量Az比较复杂.与一元函数的情形一样，我们希望用自
变量的增量的线性函数来近似地代替函数的全增量Az，从而引人如下 

定义.
定义设函数z=/(〜y)在点(x，y)的某邻域内有定义，如果函数在点 

U，y)的全增量
^z=f{x + ^x,y + ^y) ~f(x,y)

可表示为
/S.z =AAx + BAy +o(p) , (3 -2)

其中4和B不依赖于Az和而仅与x和y有关，p = △幻2 + (心')2,那么称 

函数z =/(dO在点(w)瓦懲致，而+ 5A：r称为函数2 =/( 在点“，)) 

的舍辨今，记作dz，即 ’

dz = A Ax + BAy.
如果函数在区域Z)内各点处都可微分，那么称这函数^^55^：.
在第一-p中曾指出，多兀函数在某点的偏导数存在，并不能保证函数在该点 

连续.但是，由上述定义可知，如果函数在点(＞，7)可微分，那么这函数
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在该点必定连续.事实上，这时由（3 -2）式可得
limAz = 0，
p—*0

从而①
lim /（^ + A^,y + Ar） = \im[f（x,y） + Az] =f（x,y）.

（Aa；,Ay）-*（0,0） p—0

因此函数^ =/（$，y）在点（％，y）处连续.
下面讨论函数z =/（^，y）在点（x，y）可微分的条件.
定理1（必要条件）如果函数2=八〜7）在点U，y）可微分，都么该函数在 

点0，y）的偏导数•^与•^必定存在，且函数2=/（r）在点（〜r）的全微分为
dx dy

(3-3)

证设函数z=/（hy）在点Pb，y）可微分.于是，对于点P的某个邻域内的 

任意一点+ A%，y + Ay），（3 -2）式总成立.特别当A：r=0时（3 -2）式也应
成立，这时I Ad，所以（3-2）式成为

f（x + Ax ,y） =A • Aa; +o（ I A^l ）.
上式两边各除以再令而取极限，就得

lim
/( A%，y) -f(xyy) _ 七 

Ax ’

从而偏导数生存在，且等于儿同样可证f 5.所以（3 _3）式成立.证毕. 
dx oy

我们知道，一元函数在某点的导数存在是微分存在的充分必？条件.但对f 

多;^函数来说，情形就不同了.当函数的各偏导数都存在时，虽然能形式地写出
—Ay,但它与Az之差并不一定是较p高阶的无穷小，因此它不一定是函 
dx dy

数的全微分.换句话说，各偏导数的存在只是全微分存在的必要条件而不是充分 

条件.例如，函数

dz

xy % +y2 7^0, 

x2 + y2 =0

/(^,r) = v/^r+7" 

lo,
在点(0,0)处有又(0,0) =0及/y(o,o) =0,所以 

A，-[/,(0,0).A,+/y(0,0).Ar]

如果考虑点沿着直线r = x趋于(0,0)，那么

Aa； • Ay

①这里，p—0与（AtAy）—（0,0）相当.
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Ax • Ay

V (Arp2 + (Ay)

P

Ax • Ay A%. • Aa；
"{MY + (Ar)2 ' (Ax)2 + (Ax)2 'T,

它不能随p—o而趋于0,这表示o时，
Az-[/2(0,0)A^ +4(0,0) Ay]

并不是较p高阶的无穷小，因此函数在点(0,0)处的全微分并不存在，即函数在 

点(0,0)处是不可微分的.
由定理1及这个例子可知，偏导数存在是可微分的必要条件而不是充分条 

件.但是，如果再假定函数的各个偏导数连续，那么可以证明函数是可微分的，即 

有下面的定理.

定理2(充分条件)如果函数的偏导数盖、尝在点(^)连续①， 
那么函数在该点可微分.

证 由假定，函数的偏导数^与普在点PO,y)的某邻域内存在.设点
O + A%，y+厶：)0为这邻域内任意一点，考察函数的全增量 

Az =/(x + Ax,y + Ay) -f{x,y)

= [/(% +A%,y + Ay) -/(xj + Ay)] +[/U，y + A：r)

在第一个方括号内的表达式，由于7 +Ay不变，因而可以看做是％的一元函数 

,/U，：K + Ay)的增量.于是，应用拉格朗日中值定理，得到
/O + Ahy + Ay) -/Oj + Ay) + + (0 <01 <1).

又依假设，乂U，：K)在点(ty)连续，所以上式可写为

/(^ + A^,j + Aj) -f(xyy + Ay) =fx(x,y) Ax + s^Ax,
其中心为Ax与Ay的函数，且当0，Ay->0时，a—0.

同理可证第二个方括号内的表达式可写为
f(xfy + Ay) -f(Xyy) =/y(^,y)Ay + 52Ay,

其中为Ay的函数，且当Ay-^0时，心―0.
由(3 -4)、(3 - 5)两式可见，在偏导数连续的假定下，全增量A2可以表

示为
△2 =/i(x^y) +/r(-^，r) Aj + sl Ax + s2Ay. (3 -6)

容易看出

(3-4)

(3-5)

①多元函数的偏导数在一点连续是指：偏导数在该点的某个邻域内存在，于是偏导数在这邻域内 
有定义，而这个偏导函数在该点连续.
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SxAx + s2Ay

P
^ I ^ j I + I 左2 I，

它是随着（A^Ay）—（0,0）即p-^0而趋于零的.
这就证明了 z=/（A；,：r）在点PU，：K）是可微分的.
以上关于二元函数全微分的定义及可微分的必要条件和充分条件，可以完 

全类似地推广到三元和三元以上的多元函数.
习惯上，我们将自变量的增量Ax与Ay分别记作心与dy,并分别称为自变 

量x与7的微分.这样，函数z =f{x,y）的全微分就可写为
(3-7)

通常把二元函数的全微分等于它的两个偏微分之和这件事称为二元函数的 

微分符合叠加原理.
叠加用于二元以上的函数.例如，如果三元函数“ =/（〜:可微 

分，那么它的全微分就等于它的三个偏微分之和，即
du = ~dx + —dy + —dz. 

dx By dz

例1计算函数n2y+y2的全微分.
解因为町，fw2+2y，所以 

dx dy
dz = 2xydx + （x2 + 2j） dy.

例2计算函数z = e〃在点（2，1）处的全微分.
解因为

dz-^=rexy,—=^;— 
dx dy dx

2 dz
2 = 6，'^

2e

所以
dz e2 dx + 2e2 dy.

例3计算函数w + sin + + eyz的全微分.

解因为 du
dx

du 1
，'^=T

COS + +ze'^=：Ke”，所以

dz

du = div + ( —cos ^-+zeyzyy+yerzdz.

•二、全微分在近似计算中的应用

由二元函数全微分的定义及关于全微分存在的充分条件可知，当二元函数
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2=/(〜7)在点/5(17)的两个偏导数乂(〜7)，/；(〜7)连续，并且丨么糾，丨么71都 

较小时，就有近似等式
/^z^dz =fx(x,y) l^x +fy(xiy)Ay. (3-8)

上式也可以写成
f(x +^x,y + Ay) ^f(x,y) +fx(x,y)Ax +/y(^,r) Aj. (3-9)

与一元函数的情形相类似，可以利用(3 -8)式或(3 -9)式对二元函数作近 

似计算和误差估计，举例于下.
例4有一圆柱体受压后发生形变，它的半径由20 cm增大到20. 05 cm，高 

度由100 cm减少到99 cm.求此圆柱体体积变化的近似值.
解设圆柱体的半径、高和体积依次为;•、/^和则有

V = irr2h.
记/•、/1和^的增量依次为么/^么/^和厶^应用公式^^^^有 

AV^ dF = FrAr + VhAh = lirrhAr + irr2 Ah. 

把；'=20，/1：=100，么厂=0.05,4/1=-1代入，得
AF «2tt x20 xlOO x0. 05 +77 x202 x ( - 1) = -200Tr(cm3).

即此圆柱体在受压后体积约减少了 200tt cm3.
例5计算(1.04)2°2的近似值.

解设函数/(x，：k)=〆•显然，要计算的值就是函数在％ = 1. 04，y =2. 02时 

的函数值/(1.04,2.02).
取义=l，y=2,=0.04, Ay =0.02•由于

乂U，y) =yx7'1, fy{x,y) =x7\n x,
/(l,2) =1, £(1,2) =2, /y(l,2) =0,

所以，应用公式(3 _9)便有
( 1.04)2 02 «1 +2 xO. 04 +0 xO. 02 =1.08.

例6利用单摆摆动测定重力加速度g的公式是
47r2Zg ~¥

现测得单摆摆长Z与振动周期71分别为Z = (100 ±0. l)cm>7T= (2 ±0. 004)s.问 

由于测定Z与T7的误差而引起g的勢硬g善和相对谭差各为多少①?
解如果把测量/与:T时所产生的误差当作IAZI与lAri，那么利用上述计

算公式所产生的误差就是二元函数g 的全増量的绝对值I Ag I.由于I △/1、

①按第二章第五节的说明，这里的绝对误差和相对误差各指相应的误差限.
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I AW都很小，因此我们可以用dg来近似地代替Ag.这样就得到g的误差为 

I Ag I « I dg I = 箸△“恥

S A 轰-ST =4iT2|^ +P-5rj ,

其中A与5r分别为Z与71的绝对误差.把Z = 100 cm,T=2 5,5, =0. 1 cm,5r 

0.004 s代入上式，得g的绝对误差约为

sg = 47T21^- + 2 X2rQ X0.004j =0.5Tr2«4.93(cm/s2).

从而g的相对误差约为
I 0. 5tt2
g 4t72 x 100

0.5%.

22

从上面的例子可以看到，对于一般的二元函数，如果自变量〜y 

的绝对误差分别为4、〜，即
I Ad <SX，I Ay I

那么之的误差
I Azl « I ck I ^Ax+^Ay 

dx dy
dz
dx

从而得到z的绝对误差约为

IAxI +

dz
dx

dz
I Ajl ^

dz
dx Sx

A
dz

5y;

的相对误差约为

J7\

dz dz

dx
z

sx +
dy
z

(3-10)

(3-11)

习题9 -3

求下列函数的全微分
X

(1) z = rcy + ■
Y

(3) z
V^ + y2

(2) z = e* ; 

(4) a = xr\
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第九章多元函数微分法及其应用

2. 求函数z = ln(l+/+：K2)当^; = l，y=2时的全微分.

3. 求函数/=丄当/=2，：^ = 1，4$=0.1,^= -0.2时的全增量和全微分.
X

4. 求函数2 = #当欠=1，7 = 1，么欠=0. 15,Aj = 0. 1时的全微分.
5. 考虑二元函数/(^y)的下面四条性质：

(1) /(1：^)在点(％，；^)连续；
(2) AU，y)、/y(u)在点 U。，；r。)连续；
(3) /(1；^)在点卜。，;^)可微分；
(4) /c“o，：K。)、4(^)，7。)存在.
若用“？=>(?”表示可由性质P推出性质(?，则下列四个选项中正确的是( ).
(A) (2)=>(3)=>(1) (B) (3)^(2)=^(1)
(C) (3)=>(4)=>(1) (D) (3)=>(1)=>(4)

•6.计算■/(1.02)3 + (1.97)T的近似值.
•7.计算(1.97)1°5的近似值(111 2 =0.693).
• 8.已知边长为A：=6m与y = 8m的矩形，如果x边增加5 cm而y边减少10 cm,问这个 

矩形的对角线的近似变化怎样？
•9.设有一无盖圆柱形容器，容器的壁与底的厚度均为0. 1 cm，内高为20 cm，内半径为 

4 cm.求容器外壳体积的近似值.

*10-设有直角三角形，测得其两直角边的长分别为(7 ±0.1) cm和(24 ±0.1) cm.试求 

利用上述两值来计算斜边长度时的绝对误差.
*11.测得一块三角形土地的两边边长分别为(63 ±0. 1) m和(78 ±0.1) m，这两边的夹 

角为60° ± 1°.试求三角形面积的近似值，并求其绝对误差和相对误差.
*12.利用全微分证明：两数之和的绝对误差等于它们各自的绝对误差之和.
*13.利用全微分证明：乘积的相对误差等于各因子的相对误差之和，商的相对误差等于 

被除数及除数的相对误差之和.

第四节多元复合函数的求导法则

本节要将一元函数微分学中复合函数的求导法则推广到多元复合函数的情 

形.多元复合函数的求导法则在多元函数微分学中也起着重要作用.
下面按照多元复合函数不同的复合情形，分三种情形讨论.
1. 一元函数与多元函数复合的情形

定理1如果函数u=p(0及〃=少(£)都在点t可导，函数z=/U，i；)在对应 

点0，〃)具有连续偏导数，那么复合函数2=/[^0)，(/KO]在点！可导，且有
d^r dz du dz dv
—ZI - -  - -  + - - - -
di du dv dt

(4-1)
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第四节多元复合函数的求导法则

证设t获得增量Af，这时w = <p（0、〃 = 的对应增量为△〃、△ 〃，由此，
函数2 =/（ w，i;）相应地获得增量Az.按假定，函数2 =/0,v）在点（w，v）具有连续 

偏导数，这时函数的全增量Az可表示为

Az = —Au + —Av + e, Au + s0 Av. 
du dv 1 2

这里，当 Aw—>0,A^—>-0时，a—0，心一>0.① 

将上式两边各除以At，得
Az _ dz Au dz Av Au Av 

_ du At dv At £l At Sl A〆

因为当 Af-^0时，Aw-^O，A^O,
Aa dw dv 
Lt df ’ Ai dt

，所以

Az dz du dz di;
lim— =- - -  +- —.
M-*oAt du di dv at

这就证明了复合函数Z=/［P（0X0］在点〖可导，且其导数可用公式（4-1） 
计算.证毕.
用同样的方法，可把定理推广到复合函数的中间变量多于两个的情形.例 

如，设 z =f{u，v ,W），U = （p{t） ,v = if/（t） ,w = w（ f）复合而得复合函数

^ =/［^（0，少⑴，似⑴］，
则在与定理相类似的条件下，这复合函数在点t可导，且其导数可用下列公式 

计算：
d^=dldu + d1dv+d1dw^ 

di du dt dv di dw dt

在公式（4-1）及（4-2）中的导数g称为金

(4-2)

2.多元函数与多元函数复合的情形.

定理2如果函数m = 及^ =必0,7）都在点（^;，7）具有对:v及对y
的偏导数，函数^ =/（ w，i;）在对应点0，t;）具有连续偏导数，那么复合函数2：= 

/（心y）］在点（ty）的两个偏导数都存在，且有
dz _ dz du ^ dz dv
dx du dx dv dx

dz _ dz du dz dv

dy du By dv dy

(4-3)

(4-4)

①在偏导数连续的条件下，这一公式成立的证明参见本章第三节定理2的证明.
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第九章多元函数微分法及其应用

事实上，这里求■^时，将:k看做常量，因此u = 及” =仍可
dx

看做一元函数而应用定理1.但由于复合函数z=/［^pU，y），*AU，y）］以及 

u = pU，y）和r = 都是、y的二元函数，所以应把（4 -1）式中的d改
为a，再把t换成X，这样便由（4 -1）式得（4 -3）式.同理由（4 -1）式可得 

（ 4 - 4 ）式.
类似地，设 u = （p（x，y）、v = ij; （x，y）及 w = （y（A；，y）都在点（A；，y）具有对％ 及 

对y的偏导数，函数z =/（ w，!；，《;）在对应点（w，?;，《;）具有连续偏导数，则复合 

函数
z=A（p（x,y） ,if/（x,y） ,（o（xyy）］

在点（〜7）的两个偏导数都存在，且可用下列公式计算：
dz _ dz du 

dx du dx
dz dv 

dv dx
dz dw 
dw dx ’

dz _ dz du dz dv dz dw 
by du dy dv dy dw dy'

(4-5)

(4-6)

3.其他情形

定理3如果函数在点（^y）具有对％及对7的偏导数，函数z；= 

少（7）在点y可导，函数z =/（'!；）在对应点U，i;）具有连续偏导数，那么复合函 

数z =/［p（%，y），《A（:k）］在点（％，y）的两个偏导数都存在，且有
dz.' 一 dz du 
dx du dx’

dz _ dz du dz dv
二 -J ~~ —•

dy du dy dv dy

(4-7)

(4-8)

上述情形实际上是情形2的一种特例，即在情形2中，如变量〃与^；无关， 

从而£=0;在t;对；k求导时，由于I； ^^（y）是一元函数，故_换成了_，这就得 

上述结果.
在情形3中，还会遇到这样的情形:复合函数的某些中间变量本身又是复合 

函数的自变量•例如，设z=/（〃，〜y）具有连续偏导数，而u a）具有偏导
数，贝!1复合函数2 =/［p（:c，y），A：，y］可看做情形2中当i;=a;，w;=y的特殊情形. 

因此.
dv

dx

dv

dy

=1
dw
dx

dw
dy

0,

=1,
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第四节多元复合函数的求导法则

从而复合函数z =/^U，y) 具有对自变量x及y的偏导数，且由公式(4-5)、
(4-6)得

dz _ Bf^ du df 
dx du dx dx’

dz _ df du [ df 

dy du dy dy

注意这里；^与£是不同的，;|是把复合函数p/[ +，y)，hy]中的y看

做不变而对^的偏导数，#是把/U，A；，y)中的uly看做不变而对x的偏导数.
dx

#与#也有类似的区别. 
dy dy

例1设z = eusin u = xy,v = x + y. ^c—ftl—.
dx dy

to, dz dz du dz dv u .
解 一 =- - - +- - - -  = e sin t； • r + e cos v • 1

dx du dx dv dx

=eir[ jsin(^+y) +cos(^+y)],

dz dz du dz dv u 1
一 =- - - - h- - - = e sm v m x + e cos v • 1
dy du dy dv dy

=e；cy[^sin(^ + y) + cos (a; + j)].

例2设 m =/(A；，y，z) = e*2+y2+z2，而 z =x2sin y•求■^和

dx dy

解 du=3f + 3f^=2x^^^ +2z〆”2”2 • 2^sin r
dx dx dz dx

= 2x(1 +2x2smy)ex2+y2 + x4&in2\

du df df dz x2 + y2 + z2 x2 + y2 + z2 2
—=- - 1- - - - = zre + 2ze * x cos y
dy dy dz dy

O / , 4 • \ + y2 + a：4siii2y
= 2( j + x sm ycos y) e .

例3 设 z =/( i/，!；，t) =uv + sin Z，而 m =： e ,v = cos t.求全导数
dz

d7*

解 ^=^f^ + ¥^ + 3f = vet_usin
dt du di dv di dt

cos

=ercos t - e^sin t + cos i （ cos t — sin 尤）+ cos t.

例4设祕=/（1+7+2，乎），/具有二阶连续偏导数，求^及|^.
dx dxdz

解 令以=欠 +2，！； =^2：，贝!j W； =/（ U，V）.

因所给函数由《；=/U，Z；）及以1+：^+^=乎复合而成，根据复合函数求 

导法则，有
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第九章多元函数微分法及其应用

dw df du df dv r r
dx du dx dv dx Ju J Jv，

-^=A(/ +yzf) jA”f +yz 么.
dxdz dzKJu JJv) dz yJv y dz

求|及§时，应注意/乂^〃)及/„u，〃)中是中间变量，根据复合函数求导 

法则，有
8fu _ ^fu_ du + Afu dv_ 

dz du dz dv dz
:fuu +xyfuvt

dfv dfv du dfv dv r r^=^Yz+^；Yz=f-+xyLi
于是

d w 
dxdz

-■fuu + xyfuV +yfv +yzfvu lzL

yfv.=fuu +y(x +z)fuv +^r2^

有时，为表达简便起见，引入以下记号：
/’I (W) =fu(utv) , f^iu^v) =fv(utv), /；V (u,v) =fuv(U，V)，

这里，下标1表示对第一个变量U求偏导数，下标2表示对第二个变量〃求偏导 

数.同理有/［，fm等.利用这种记号，例4的结果可表示成
dw
dx

d w 

dxdz
■-ft；l+y(x+z)f：2+xy2zn2+rff2.

例S设u =f(xiy)的所有二阶偏导数连续，把下列表达式转换为极坐标系 

中的形式：
(1)( du'

dXj
+ (g)2;

dx dy

解由直角坐标与极坐标间的关系式
x =pcos 6, y =psin 6

可把函数u =/U，y)换成极坐标p及0的函数：
u-f{x,y) =/(pcos 0,psin 6) =F{p,Q).

2 2 2 2

现在要将式子_ +(尝)及用p、0及函数u=F(P，0)对P、0的偏导

数来表达.为此，要求出u =f(xjy)的偏导数#、及这里u =/U，y)要
dx dy dx dy

看做由m=F(p，0)及
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第四节多元复合函数的求导法则

p = x2 + j2, Q - arctan —
X

复合而成，应用复合函数求导法则，得
du _ du dp du dd du x du
dx dp dx d0 dx dp p dd p1 dp

①

du n du sm 6
cos d- - - - -

dd p

du du dp du 30 du y du x du . n du cos 6
—=- - - - h- - - - - =- - - -  H- - - - -  = —sin d H— - - - .
dy dp dy dd dy dp p dd p dp dd p

两式平方后相加，得
(du\2 (du\2 =(du
\ dx) 1 8r j ~ 1 dp

再求二阶偏导数，得
d2 u d l du\ dp d (du\ 88^=Tp\dxi ' Yx+Ye\bx)

du
~dd

)2.

dp\ dp dd pH 1 dp dd p )1

d u
9? cos 0

d2u sin 20 d2u sin2^ du sin 20 t du sin2沒
dpdd —p~ + dO1 p2 + 30 p2 丁 dp p

同理可得

By2 dp2

2 d2u sin 26 . d u cos 9 du sin 26 , du cos 68 u 召 usin20 + 二 ^ — + ~~~2— — — *■~^ +
dpd6 p dd p2 dd ¥ P

两式相加，得

sin 6

dx2 dy2 dP2 P dp p2 d02 P2广 dP{H dPj d02i

全微分形式不变性设函数z ==/（ u，v）具有连续偏导数，则有全微分
dz = —du + —dv.

①当点PQj）在第一、四象限时，规定0的取值范围为-■，则

0 = arctan ;
x

当点P（*，y）在第二、三象限时，规定沒的取值范围为f 则

6 = arctan -^― + tt, 
x

此时以下推导仍成立.
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第九章多元函数微分法及其应用

如果W和1；又是中间变量，即U = （p（x，y）、v =if/（x，y），且这两个函数也具有连续 

偏导数，那么复合函数
z=A<p（x,y），少0,7）］

的全微分为

dz=—dx+—dy, dx by J

其中£及_分别由公式（4-3）及（4 -4）给出.把公式（4 -3）及（4 -4）中的 dz
dx

及5代入上式，得

dz = (^^ + ^^)dx + (^^+^^)dy 
\ du dx dv dx) \ du dy dv dy) J

dz I du 
5w\ dx'

d% + dz ( dv ' dv 
+ ———dx +

^Z-du + —dv.
du dv

由此可见，无论“和t；是自变量还是中间变量，函数z = /（u.v）的全微分形式是 

一样的•这个性质叫做全微分形式不变性.
例6利用全微分形式不变性解本节的例1, 
解 dz = d（eusin v） = eusin vdu + eucos vdiv,

因
du = d(^j) =ydix +xdy,di; = d(^ +y) = dx + dy,

代入后归并含如及dy的项，得
dz = ( eusin v * y + eucos v) dA； + ( eusin v • x + eucos v) dy,

即
dz dz ,
——dx + —dr 
dx dy

= e"r[jsin {x+y) + cos (^ + j) ] + eir[^sin {x+y) + cos (^ + y) ]dj.

比较上式两边的ck和dy的系数，就同时得到两个偏导数盖和_，它们与例1的 

结果一样.

习题9-4

1.设 z = ii2 +w2,而 u =.;c+y，t； -y，求
dx dy
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第四节多元复合函数的求导法则

2. "^z = u2lni;,]?n u - — ,v = 3x - 2y,
y dx dy

3. 2 = e**2r ,M ^ = sin t,y = t3

4. 设 z = arcsin(无-y) ,M x =3f,y =4f3，求舍.

5.设 z = arctan(巧0，而 y = e:，求
dz

石.
,、rt e (y -z) • _p.du
6. 设 u=——Y- - - ，而 y = asm = cos x，求"j-.

a + 1 ax

7. 设2 = arctan 而 x = u + v’y = w - v，验证
y

dz + dz u -v
2.

du dv u + v

8. 求下列函数的一阶偏导数(其中/具有一阶连续偏导数):
(1) u=f(x2-y2,e})； (2)U=y^，子)；

(3) u =f(x,xy,xyz).

9. 设2T =xy+a：F(U)，而W =丄，w)为可导函数，证明
X

x -^ + y = z + xy. 
dx J dy

10.设 z /(?-〆)’
其中/(w为可导函数，验证

dz dz z
- - - - - - - r- - - - - - — 2 •
x dx y dy y

11.设_r =/(?+/)，其中/具有二阶导数，求
d2Z d2z d2z

dx2 dxdyydy

*12.求下列函数的0，£：，0 (其中/具有二阶连续偏导数)： 

(1) z=f(xy,y); (2):=个，|);

(3 ) z=f(xy2 ,x2y); ⑷ z =/( sin x，cos y，e*+y ).

•13.设U=/0，;r)的所有二阶偏导数连续，而
■V3t

y =
J3s

证明

(t)2+(f)2=®2+(釘咍
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第九章多元函数微分法及其应用

第五节隐函数的求导公式

一、一个方程的情形

在第二章第四节中我们已经提出了隐函数的概念，并且指出了不经过显化 

直接由方程
F（x，y）=o （5 -1）

求它所确定的隐函数的导数的方法.现在介绍隐函数存在定理，并根据多元复合 

函数的求导法来导出隐函数的导数公式.
隐函数存在定理1设函数F（x，y）在点PUQ，yQ）的某一邻域内具有连续 

偏导数，且 FU0，y。）则方程 F（x，y） =0在点0。，7。）的某一 

邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续导数的函数y=/（幻，它满足条件％ = 

/U。），并有

il-
d% F (5-2)

公式（5-2）就是隐函数的求导公式.
这个定理我们不证.现仅就公式（5 -2）作如下推导.
将方程（5 -1）所确定的函数y ==/（%）代入（5 -1），得恒等式

F（xJ（x） ） =0,
其左端可以看做是x的一个复合函数，求这个函数的全导数，由于恒等式两端求 

导后仍然恒等，即得
dF dF dy
孓+石S=0，

因为心连续，且Fy（x0,y0） #0,所以存在（％。，y。）的一个邻域，在这个邻域内 

心#0,于是得

£ F：
如果FU，y）的二阶偏导数也都连续，我们可以把等式（5_2）的两端看做$ 

的复合函数而再一次求导，即得
d2j

d?

FHFX FxyFy-FyyFXt

K K
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第五节隐函数的求导公式

FXXK ~2FxyFxFy +FyyF2s 

= 1 .
例1验证方程/ +/-1 =0在点（0，1）的某一邻域内能唯一确定一个有 

连续导数，当^ =0、7 = 1时的隐函数:y =/（：0，并求这函数的一阶与二阶导数在 

%=0的值.
解设 F（A：，y） =0：2+72-1，则\=2^：，心=27，八0，1） =0,Fr（0,l） =2#0.

因此由定理1可知，方程？ +y2 - 1 =0在点（0，1）的某邻域内能唯一确定一个
有连续导数，当％=0,7 = 1时的函数7=/（幻.

下面求这函数的一阶及二阶导数•
dy K x 
_^ —  = 

Fr

dy

d%
0;

X(
d2y _ y - xyr _ J y j _ yl + ^
d7= '"""一""""? __ r

d2 y
d? y = i

隐函数存在定还可以推广到多元函数.既然一个二元方程（5 -1）可以确
定一个一元隐函数，那么一个三元方程

F（xfy,z） =0 （5-3）

就有可能确定一个二元隐函数.
与定理1 一样，我们同样可以由三元函数F（xiyiz）的性质来断定由方程 

F（xfyfz） =0所确定的二元函数的存在以及这个函数的性质•这就是 

下面的定理.
隐函数存在定理2设函数F（x，y，z）在点PO。，｝。,％）的某一邻域内具有 

连续偏导数，且=0，Fz（h，：r。，^）） #0,则方程=0在点 

的某一邻域内恒能唯一确定一个连续且具有连续偏导数的函数Z = 

/（欠，｝0，它满足条件2o =/（%o，7o），并有
17 （5-4）dz Fx dz

Yx" "¥/ F；
这个定理我们不证.与定理1类似，仅就公式（5 _4）作如下推导•
由于Fh，y，/（ty）） =0,将上式两端分别对$和:r求导，应用复合函数求

导法则得
匕+皆0，。+皆0.

因为K连续，且Fz（x01y0,z0） #0,所以存在点（％。，：^，％）的一个邻域，在这个邻
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第九章多元函数微分法及其应用

域内心#0,于是得
dz Fx dz
dx Fz 5 dy

例2设 ％2 + y2 + / - 42 = 0，求立」
dx

解设 Fh，；^) =^2 +y2 +z2 -4z,fl!l Fx =2x,F2 =2z-4.当 时，应用 

公式(5 -4)，得

dz x
dx 2

再一次对％求偏导数，得

a (2-z)+xyx (2-z)+K点)(2-z)2+/
dx2 (2 - z) (2-z) (2 -，)3 •

二、方程组的情形

下面我们将隐函数存在定理作另一方面的推广.我们不仅增加方程中变量 

的个数，而且增加方程的个数.例如，考虑方程组

(5-5)
\F（x,y,u,v） =0,

[Gix.y^.v） =0.
这时,在四个变量中，一般只能有两个变量独立变化，因此方程组（5 -5）就有可 

能确定两个二元函数.在这种情况下，我们可以由函数F、G的性质来断定由方
程组（5 -5）所确定的两个二元函数的存在以及它们的性质.我们有下面的 

定理•
隐函数存在定理3设尸（\：）'，、”）、^:0，：）'，、1；）在点尸（％，7。，％，1；。）的某一 

邻域内具有对各个变量的连续偏导数，又FU。，％，％，％） =0，CU（），y。，叫而）=0, 

且偏导数所组成的函数行列式（或称雅可比（Jacobi）式）

d{u,v)

dF dF 

du dv 

dG dG
du dv

在点尸（X。，y。，“o，％ ）不等于零，贝lj方程组w，w，x；） =0,G （xfy,u,v） =0在点 

Uo’y。，％，”。）的某一邻域内恒能唯一确定一组连续且具有连续偏导数的函数 

u = u（x^ ^ ，它们满足条件 u0=u（x0ly0）,v0 ，并有
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第五节隐函数的求导公式

Fx Fv

du i d(F，G) Gx Gv
- =_
dx "T d(x,v) ~ Fu Fv

Gu Gv

K Fx

dv i d(F,G) Gu
\

- - - - - - - - - - - - - - —-■

dx "7 d(u,x) Fu Fv

Gu Gv

Fr Fv

du i d(F,G) Gv
—=• 
dy 'T d(y,v) K K

ou ov
K Fr

dv i d(F，G) ou Gy

—zz •
dy "T d(u,y) Fu K

Gu Gv

(5-6)

这个定理我们不证.与前两个定理类似，下面仅就公式(5 -6)作如下推导. 

由于
,v(x,y) ] =0, G[x,ytu(x^)

将恒等式两边分别对x求导，应用复合函数求导法卯j得

f，《=0， 

g，gK=0.
这是关于苎和迦的线性方程组，由假设可知在点/30。，7。，“。_，《。)的一个邻域内， 

dx dx

系数行列式

从而可解出s，s，得

du
dx

Fu Fv 

G, G,

1 d(F，G) dv 
J d(xfv) 9 dx

一 0

d(F，G)
d(u，x)

同理，可得
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第九章多元函数微分法及其应用

du 二 1 d（F，G） dv 二 1 d（F，G） 

dy J d（y,v） 1 dy J d（u，y） •

例3设 -yt; =0，yw+n; = 1，求•^和

解此题可直接利用公式（5 -6），但也可依照推导公式（5 -6）的方法来求 

解.下面我们用后一种方法来做.
将所给方程的两边对％求导并移项，得

du dv

在/

x- - rdx J dx

du dv
y — + % — 
dx dx

=x2 +r2^o的条件下， 

y

du 

dx
+ yv

7

dv
dx

yu

-y x +y

将所给方程的两边对y求导.用同样方法在/m2 +yV0的条件下可得 

du 一 xv - yu dv xu + yv
dy x2 +y2 9 dy x2 +y2'

例4设函数a: =a;（u，i；），y =：k（m，2；）在点（u，t;）的某一邻域内连续且有连续 

偏导数，又
d（x，y）
d（u，v）

#0.

（1）证明方程组

（5-7）
rx=x（ufv）,

\y = y（u,v）

在点“，y，W,t；）的某一邻域内唯一确定一组连续且具有连续偏导数的反函数u 

uix^y） ,v = v{x,y）.

（2）求反函数w = w （x，：K） 4 =wO，：K）对的偏导数.

解（1）将方程组（5-7）改写成下面的形式
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第五节隐函数的求导公式

F(x,yfufv) -x{u,v) =0, 

Gixyy.u.v) =y-y(u,v) =0.

则按假设
d(F,G) d(x,y)

7^0.
d(u,v) d(u，v)

由隐函数存在定理3，即得所要证的结论.
(2)将方程组(5 -7)所确定的反函数m = u(x,y)=i；(A[：，y)代入(5 -7)，

即得
rx^x[u(x,y) ,v(ac,j)],

[r = r[ tv(xfy)].

将上述恒等式两边分别对％求偏导数，得

由于J/0,故可解得

同理，可得

_ dx du + dx dv
~^u • dx ~dv ai,

By
=■, •

du dy

du
dx +

dv dx

1 dy dv 一 J_ dy
dx J dv’ dx J du

du 1 dx dv 1 dx
——=- - - - ,—=- - - •
dy J dv dy J du

习题9-5

1. 设 sin y + 〜=0,求查.
2. 设 In y/x2 +y2 = arctan 子，求盖.

3. 设 x+2：r+z-2 V^ = 0,求 l 及

4.

5. 设2sin(x+2y-3z) = x + 2：^ - 3z,证明盖 + 尝;=1.

6. 设A；=x(y，2)，；K=;r(x，z) ^ =zU，：K〉都是由方程F(hy，z) =0所确定的具有连续偏导 

数的函数，证明
-1.

dy dz dx
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第九章多元函数微分法及其应用

7-设少(u，d具有连续偏导数，证明由方程0(cx-az,cy-bz) =0所确定的函数z =

㈣满足=

8.设 e* - xyz = 0，求i?*

9. 设 z3 - Zxyz - a ,求-^■.
dxdy

10. 求由下列方程组所确定的函数的导数或偏导数：
:=欠2 +/，

y +2j2 +3z2 =20,

+ y+^=0, .. d£ dy^

⑴设. 求S，去;

⑵设 求y2 +z2 =1 , v dz ’ tk

(3)设’其中具有一阶连续偏导数求土
Lv=g(u -x,v y) , dx dx

⑷设广求'迚严，之
= eu - ucos v, dx dy dx dy

1L设7 =/(〜*)，而《 = 是由方程FU，：m) =0所确定的函数，其中/，/r都具有一 

阶连续偏导数.试证明

dy _ dx dt dt dx
d^~ ^fdF d£ ' 

dt By dt

第六节多元函数微分学的几何应用
本节先介绍一元向量值函数及其导数，再讨论多元函数微分学的几何应用.

一、一元向量值函数及其导数

由空间解析几何知道，空间曲线尸的参数方程为 

,x=(p(t),
|r =^(0 , fe[a，/3]. (6-1)

[z = co(t),

方程(6-1)也可以写成向量形式.若记
r = xi+yj+zky f(t) =cp(t)i+il/(t)j + (o(t)k,

则方程(6-1)就成为向量方程
r=f(t)1 (6-2)
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第六节多元函数微分学的几何应用

方程(6-2)确定了一个映射/:[0：，)3]—；^.由于这个映射将每一个^
^8]，映成一个向量/(O e R3，故称这映射为一元向量值函数.一般地，有如下 

定义.
定义1设数集DCR，则称映射/:Z)->Rn为一元向量值函数，通常记为

r =f(t)

其中数集i)称为函数的定义域J称为自变量，/*称为因变量.
一元向量值函数是普通一元函数的推广.现在，自变量r依然取实数值，但 

因变量r不取实数值，而取值为ri维向量.
在本教材中，只讨论一元向量值函数，并对因变量的取值以〃 =3的情形作 

为代表，即/*的取值为3维向量•为简单起见，以下将一元向量值函数简称为向 

量值函数，并把普通的实值函数称为数量函数.
在R3中，若向量值函数/(0，^£>的三个分量函数依次为/；。)，/“。， 

/3(i)，ieZ)，则向量值函数/可表示为
fit) +f3(t)k)t&D (6-3)

或
f(t) =(/⑴，/2(0’/3⑴)， D. (6-30

设(变)向量/•的起点取在坐标系的原点0处，终点在财处，即/*=万於(图 

9 - 6).当i改变时，/•跟着改变，从而终点M也随之 

改变.终点财的轨迹(记作曲线尸)称为向量值函数 

r=/(0 GeZ))的终端曲线，曲线厂也称为向量值 

函数^*=/(0 的图形.
由于向量值函数/•=/(£) GeD)与空间曲线厂 

是一一对应的，因此
=/(0 = (Ait)，/2⑴，/3⑴)，f eD (6 -4)

图9-6称为曲线厂的向量方程.
根据R3中的向量的线性运算及向量的模的概 

念，可以类似于定义数量函数的极限、连续、导数等概念的形式来定义向量值函 

数的相应概念，现简述如下：
定义2设向量值函数/(?)在点~的某一去心邻域内有定义，如果存在一 

个常向量r。，对于任意给定的正数6总存在正数I使得当《满足0 < U-tJ <5
时，对应的函数值/(0都满足不等式

\f(t) -r0 \ <s,

那么，常向量r。就叫做记作 
lim/(0 =r0 或
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第九章多元函数微分法及其应用

容易证明：向量值函数/(0当时的极限存在的充分必要条件是:/G) 

的三个分量函数/七),/;⑴，/3⑴当i—f。时的极限都存在；在函数m)当i—t。 
时的极限存在时，其极限

lim/⑴=(lim/, (0 ,lim/2(0，lim/3⑴). (6-5)

\ 1~*10 /

设向量值函数/U)在点~的某一邻域内有定义，若
lim/(0 =f(t0),

则称向量值函数/(0在' 连续.
的充分必要条件是:/(G的三个分量函数ag)，

/2g)，/3g)都在~连续.
设向量值函数/O) ,tBD.若A CZ)，/U)在A中的每一点处都连续，则 

称/(0在A上连续，并称/(0是A上的连续函数.
下面给出向量值函数的导数(或导向量)的定义.
定义3设向量值函数r=/(f)在点i。的某一邻域内有定义，如果

lim^lir/(>+A0 ~f(to)
At~*oAt A^O

存在，那么就称这个极限向量为向量值函数r=/(d在~处的导数或导向量，记

作尸U)或

设向量值函数r =/(0Z)•若A CZ)，/0)在Z),中的每一点i处都存在导
dr

或孟)，则称/⑴在A上可导.向量/'(«)

向量值函数/(f)在V可导(即存在导数)的充分必要条件是:/(o的三个分 

量函数乂(0，/2(0，/3(0都在f。可导；当/(0在可导时，其导数
/’(~) =/’i (fo)’+/;(X/+/;(〜)灸. (6-6)

向量值函数的导数运算法则与数量函数的导数运算法则的形式相同，现列 

岀如下：
设⑴是可导的向量值函数，C是常向量，c是任一常数#⑴是可导 

的数量函数，则
⑴去㈢；

⑵杂CM⑴］=CM’⑴；

(3) ⑴ ±v ⑴］=u，(0 土〆(0
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第六节多元函数微分学的几何应用

⑷［屮⑴M⑴］⑴M⑴+(p{t)u'{t);

(5) |［M⑴•》⑴］=«’⑴• V ⑴ + M⑴• 1；'⑴；

(6) -^-［w(0 Xt；⑴］二 U’(t) XV (t) +u(t) X〆⑴；

(7) ^«［^(0］=〆⑴〆［史⑴］.

仿照对数量函数的导数运算法则的证明方法，或对向量函数的分量运用对 

应的数量函数的导数运算法则，可以证明以上法则，读者可作为练习自行证明.
下面，讨论向量值函数/*=/(0的导向量的几 

何意义.
设空间曲线厂是向量值函数 

的终端曲线，向量g=/K)，g=/K +A0,如 

图9 -7所示.又设导向量尸U)不是零向量.
当 At >0时，向量 A/* =f(t0 + AO -/G。)的指 

向与t增大时点M移动的走向(以下简称£的增长 

方向)一致；当△£ <0时，向量A/* =f(t0 + AO -

WAO

图9-'

/U)的指向与！的增长方向相反.但不论>0或M <0,向量f =：4Ar的指向

总与f的增长方向一致.于是，导向量尸0。)是向量值函数r=/(G的终

端曲线尸在点M处的一个切向量，其指向与i的增长方向一致.
设向量值函数r=/(i)是沿空间光滑曲线运动的质点M的位置向量，则向 

量值函数|*=/(0的导向量有以下的物理意义：
v(t) 是质点M的速度向量，其方向与曲线相切；

a(t)二是质点M的加速度向量.

例 1 设/(«) = (cos Of + (sin 0«/+ 说，求
.1 一子

解 lim /⑴=(lim cos t ) i. + ( lim sin t )/• + ( Hm t^k

例2设空间曲线厂的向量方程为
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r =/( t) = (/:2 +1 f4t - 3 ,2f2 - t e R，
求曲线厂在与t =2相应的点处的单位切向量.

解 尸⑴=(2M，4t-6)，hR，
//(2) = (4,4,2),

l/,(2) I = 742 +42 +22 =6.
由导向量的几何意义知，曲线厂在与t =2相应的点处的一个单位切向量是

2 2 1 
了，了，T ，其指向与£的增长方向一致；另一个单位切向量是 2

，其指向与t的增长方向相反.

例3 —个人在悬挂式滑翔机上由于快速上升气流而沿位置向量为 

/(0 = (3cos 0i + (3sin t)j + t2k的路径螺旋式向上.求
(1) 滑翔机在任意时刻〖的速度向量和加速度向量；
(2) 滑翔机在任意时刻i的速率；
(3) 滑翔机的加速度与速度正交的时刻.
解(1) r =f(t) = (3cos t)i + (3sin t)j + t2k,

dr
V =dt

d2r a =—:
At

(2)速率是速度i；的大小，即

(- 3sin t)i + (3cos t)j +2tk， 

=(- 3cos t)i - (3sin t)j + 2k.

Iv I = V ( -3sin t)2 + (3cos 02 + (2t)2 = ^9 +4t2.
这一结果表明：滑翔机沿其路径升高时，运动得越来越快.

(3)由V • =9sin tcos f-9sin tcos t+4^ =0，得 i =0.这表明：加速度与速度 

正交的唯一时刻是在f =0.

二、空间曲线的切线与法平面

设空间曲线r的参数方程为
X=<p(t), 

Z =0){t),

(6-7)

这里假定(6-7)式的三个函数都在［«，幻上可导，且三个导数不同时为零. 

现在要求曲线厂在其上一点MUQ，yQ，z。)处的切线及法平面方程.
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设与点M对应的参数为心记/(0 =(^(0,*A(0,^(0),^ 由向
量值函数的导向量的几何意义知，向量T=ff(t0)=(〆(&)，^U) w'U))就 

是曲线厂在点m处的一个切向量，从而曲线r在点m处的切_友稈为
欠一％ y-y0 _卜么0 只、

通过点M且与切线垂直的平面称为曲线r在点M处的法平两，它是通过 

点m(h2。)且以r=/'u)为法向量的平面，因此法1P两：
(P，(^o)(x-xo) + fp，(io) (y -Xo) + w’(~) (2 -2：0) =0. (6-9)

例4求曲线A； M，y = f2= f3在点(1，1，1)处的切线及法平面方程.

解因为< =1，y: = 2M: = 3匕而点(1，1，1)所对应的参数~ = 1，所以

:T = (l，2,3).

于是，切线方程为
x -1 . y -1 一 z -1

2 3

法平面方程为 

即
(x-l) +2(y-l) +3(么一 1) =0,

x + 2y + 3z = 6.

现在我们再来讨论空间曲线尸的方程以另外两种形式给出的情形.
如果空间曲线r的方程以

ry = (p(x),

\z=il/(x)

的形式给出，取X为参数，它就可以表示为参数方程的形式
rx=xf 
}y = <p(x),

若…)，少(幻都在％ = %处可导，则根据上面的讨论可知，(1，/(〜)， 
(//(%)),因此曲线尸在点MU。，％，％)处的切线方程为

%-欠0 r-y0
1 (p’、xQ) iI/'Xq)’

在点%，:r。,z。)处的法平面方程为
-^0) +<p，(x0)(y-y0) +〆(〜)(么-2。)=0. 

设空间曲线厂的方程以

(6-10)

(6-11)
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(6-12)
rF{x,y,z） =0,

{G（x,y,z） =0
的形式给出）是曲线厂上的一个点.又设有对各个变量的连续 

偏导数，且
d（F，G）
d(y,z)

7^0.

（*o，ro，zo）

这时方程组（6-12）在点MU。,y。，％）的某一邻域内确定了一组函数；r =^（4, 

z = «AU）.要求曲线厂在点M处的切线方程和法平面方程，只要求出〆（％）， 
〆（&），然后代入（6-10）、（6-11）两式就行了.为此，我们在恒等式

Flx^ix） ,il/（x） ] =0,
G[x9（p（x），中（x） ] =0

两边分别对戈求全导数，得

〆（工0）

Fx

ox M ，// r ( ^ \

Fx

Gx

Fr

Gy

Fr Fz
，W \xo) - Fr F:

G: M G:

分子分母中带下标M的行列式表示行列式在点MU。,7。，zQ ）的值.把上面的切
Fr F，

向量r乘 ，得

r,
Fr ^

Gy Gz 3/

Fz Fx 
Gz Gx M Gx Gy
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由假设可知，在点M的某个邻域内
d(F，G)
d(y,z)

#0，

故可解得

dy
dx <pr(x)=

F: Fx Fx Fr

Gx Gx Gy

Fr Fz
’ (k幻-]

Fz

g2 Gy o2
于是r = （KU。），，（％））是曲线r在点M处的一个切向量，这里
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第六节多元函数微分学的几何应用

这也是曲线r在点m处的一个切向量.由此可写出曲线r在点 

的切线方程为
^ -^o y-yo z~zo

L F: Fz Fx Fx Fy
9

Gy Gz M Gz Gx M h Gy M

(6-13)

曲线厂在点Mb。,％,%）处的法平面方程为

d(F,G)

Fy Fz
(x -%) +

Fz K
(r-r0) +

Fx Fy
7 'n M Gz M

d(F，G)
M\d(xty)

(z-z0) =0. (6-14)

中至少有一个不等于零，那么我们如果3㈣ 

可得同样的结果.
例5求曲线a;2+y2+2：2=6，A：+y+2：=0在点（1，- 2，1）处的切线及法平面 

方程.
解这里可直接利用公式（6-13）及（6-14）来解，但下面我们依照推导公 

式的方法来做.
将所给方程的两边对％求导并移项，得

dr dz

处+虫=
dA； dx

由此得
x z

dj -1 1 z - x dz ^L -1 x - y
dx y z

i i

y -zJ dx r z
i i

y -z

dy
dx

0,
(1, -2,1)

dz

(1,-2,

从而

故所求切线方程为

法平面方程为 

即

r = (i，o, -i).

j + 2 z 
0 =~

(^ - 1) +0 • (y +2) - (z - 1) =0
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第九章多元函数微分法及其应用

= 0.

三、曲面的切平面与法线

我们先讨论由隐式给出曲面方程
F（x,y,z） =0 （6 -15）

的情形，然后把由显式给出的曲面方程z =/（） 
作为它的特殊情形.
设曲面乏由方程（6 - 15）给出，财（欠。，7。，＜20） 

是曲面2上的一点，并设函数F（x，y,d的偏导数 

在该点连续且不同时为零.在曲面2上，通过点M 

任意引一条曲线尸（图9 -8），假定曲线r的参 

数方程为 图9.一:

x =（p{t） ,y ,z=o）{t） , （6 — 16）

t = to对应于点 M（x0，y0，z0）且，w'（f。）不全为零，则由（6 -8）式 

可得这曲线的切线方程为
X — X0 j _ yo z _ 20 

（pr {tQ） ＜A’（’0）仿’（。）

我们现在要证明，在曲面2上通过点M且在点M处具有切线的任何曲线， 
它们在点M处的切线都在同一个平面上.事实上，因为曲线厂完全在曲面五上， 
所以有恒等式

厂［屮（0，沙（0，W⑴］三0，

又因为，（^：，；^）在点（％。，:^，2。）处有连续偏导数，且^（0'0。）和仿'（0 

存在，所以这恒等式左边的复合函数在t = i0时有全导数，且这全导数等 

于零：
d

dt ，少⑴,co（t）］ = 0,

即有
F* （无0，yt），20 ）史（艺0 ） （ X0 iJo iZ0 ） （ ^0 ） + •^（欠。，y0，之0 ）似’（尤0 ） =0. （ 6 — 17 ）

引入向量
n = （fAxo,7o^zo） ,Fy（x0iyQfzQ） ,^（^0 5y0 ,20 ））,

则（6-17）式表示曲线（6-16）在点M处的切向量

T = （＜jD’（d’（〜）V（«0））
与向量W垂直.因为曲线（6 - 16）是曲面上通过点M的任意一条曲线，它们在点
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第六节多元函数微分学的几何应用

M的切线都与同一个向量/!垂直，所以曲面上通过点M的一切曲线在点M的切 

线都在同一个平面上（图9 -8）.这个平面称为曲面2在点M的槪g.这槪 

面的方程是
Fx （xQ,y0,z0） （x -x0） + Fy（x0Jy0lz0） （y -y0） +

Fz（xo^oyzo）（z-zo） =°- （6-18）
通过点MU。，％，％）且垂直于切平面（6 -18）的直线称为曲面在该点的连 

终.法线■是
^ -^o r-r0 z - z0

（欠o，y。，:o ） ’y （欠。，yo，:o ） ^z （ »To ）

垂直于曲面上切平面的向量称为g两的舞_哎髯-向量
打=（（欠0，7（），么0 ），Fy （欠0，70 fZ0 ），（ %，y。，20 ））

就是曲面乏在点M处的一个法向量.
现在来考虑曲面方程

z=/（%，y）.

(6-19)

(6 一20)

F(x,y,z) =/(欠，y)

令 

可见
F^x.y^z） =fx（x,y） , Fy（x,y,z） =fy{x,y） , Fz（x,y,z） = -1.

于是，当函数/Oj）的偏导数/:（〜7）、/＞，7）在点（^），：^）连续时，曲面（6-20） 

在点处的法向量为
w = C/lOoJo），4（%，70），-1），

切平面方程为
fx(xo^o) (x-x0) +fy(x0iy0) (y -y0) - (z-z0) =0,

或
=fx(xo^ro) (x -xo) +fy(xo^o)(y-yo)»

而法线方程为
•^0 y-yo zo

fx^X0 jTo ) fy^X0 j/o ) _1

(6-21)

(6 -22)

这里顺便指出，方程（6 -21）右端恰好是函数2=/0，：＞0在点 ＜＞。，7。）的全微 

分，而左端是切平面上点的竖坐标的增量.因此，函数z=/（l：K）在点（％。，：^）的 

全微分，在几何上表示曲面2=/（^7）在点（％，：^，^））处的切平面上点的竖坐标 

的增量.
如果用O：，和y表示曲面的法向量的方向角，并假定法向量的方向是哼中 

的，即使得它与2轴的正向所成的角7是一锐角，那么法向量的友为
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第九章多元函数微分法及其应用

cos a =
一 fx

cos )8
~fy

cos y
V1« '办心f]

这里，把乂Uq，：k。)和4(%，7。)分别简记为乂和/r
例6求球面/ + / =14在点(1，2,3)处的切平面及法线方程.
解 F{x,y,z) =x2 + j2 +z2 -14，

n = (FxyFyyFJ = (2A；,2y,22),

n I (1.2,3) (2,4,6).

所以在点(1,2,3)处此球面的切平面方程为
2(^ - 1) +4(y -2) +6(2-3) =0, 

即

法线方程为
+2y + 32 - 14 =0.

x — J. _y — 2 一2—3
'T~=_y=丁，

即

1 2 3 '

由此可见，法线经过原点(即球心).
例7求旋转抛物面z= V +/ -1在点(2，1，4)处的切平面及法线方程. 

解 f(x,y) =x2 + y2 - 1,

« = (乂，/” -1) =(2\27, -1)，

W 丨(2,1,4) = (4,2, - 1 ).

所以在点(2,1,4)处的切平面方程为
4( a; - 2) + 2(y - 1) - (z-4) =0.

即
+ 2y - 2 - 6 = 0.

法线方程为
x—2 r — 1 2—4
~4~=~Y~=~^T'

习题9 一6

1.设 /⑴+f2(t)j +f3(t)k, g(t) = g}(t)i + g2(t)j + g3(t) k, lim/( t) =u

=v
i—10
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证明
lim[/(i) xg(t) ] = w xi;.

2.下列各题中，r=/(f)是空间中的质点M在时刻£的位置，求质点M在时刻f。的速度 

向量和加速度向量以及在任意时刻f的速率.
⑴ r=f(t) =(t + l)i + (t2-\)j + 2tk,t0=l；

(2) r =f(t) = (2cos t)i + (3sin t)j +4tk ,t0
2

1) ) * + t2j + —t2k,t0(3) r=/(0 =(21n

3. 求曲线 r =/( f) = (t - sin t)i + (l - cos 07 + 14 sin 在与《。= •相应的点处的切 

线及法平面方程.
4. 求曲线x=^-t，y = ^,z = t2在对应于《。= 1的点处的切线及法平面方程•

5. 求曲线〆=2mx,z =m -x在点(x。，y。，2：D )处的切线及法平面方程.

6. 求曲线f +y +Z _3A；=()’在点(1，1，1)处的切线及法平面方程.
[2^: -3y+ 5z-4 =0

7. 求出曲线x=^，y = f2，z = ?上的点，使在该点的切线平行于平面$+2y+z=4.
8. 求曲面ez-z+吁= 3在点(2，1，0)处的切平面及法线方程.

9. 求曲面ax2+6y2+c/=1在点(^。，7。，2。)处的切平面及法线方程.

10. 求椭球面/ +2/ +z2 =1上平行于平面x-y + 2z = 0的切平面方程•

11. 求旋转椭球面3：c2+〆+z2 =16上点(-1，-2,3)处的切平面与Wy面的夹角的

余弦.

于
12.试证曲面= ‘(a >0)上任何点处的切平面在各坐标轴上的截距之和等

13.设是可导的向量值函数，证明：
(1) l[u(t) ±v(t)] =uf(t) ±Vf(t)；

(2) ⑴• r (0 ] =u,(0 • v(t) +u(t) • v'{t) 
at

(3) xi; (0 ] = u'it) xi; (0 + m(0 x«; '(O' 
at

第七节方向导数与梯度

一、方向导数

偏导数反映的是函数沿坐标轴方向的变化率•但许多物理现象告诉我们，只
• 103 .
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第九章多元函数微分法及其应用

考虑函数沿坐标轴方向的变化率是不够的.例如，热空气要向冷的地方流动，气 

象学中就要确定大气温度、气压沿着某些方向的变化率.因此我们有必要来讨论 

函数沿任一指定方向的变化率问题.
设Z是平面上以P0(xQ，:Ko)为始点的一条射线，ez = ( cos a,cos /3)是与Z

同方向的单位向量(图9 -9).射线Z的参数方程为
\x=xQ +tcos a, yi

⑽0). H
[y=yo +tcos p

设函数z =/(h：K)在点U。，：r。)的某个邻域 

r(P0)内有定义，户(文。+ Mos a,y0 + tcos 0)为厂上 

另一点，且Pe t/(P。).如果函数增量/U。+iC0S a，
Yo+toos^) -/(%，：r0)与 P 到 P0的距离 IPPJ d 

的比值
f(xo + tcos a,r0 + tcos J3) -f(x0 ,j0) "

—~~'— 图9-9

当P沿着Z趋于P。(即0 + )时的极限存在，那么称此极限为函数/(〜y)在点

，即

户o(Wo)

P。沿方向/的方向导数，记作I 
- - - - - 81 (怎o，ro)

fl
(*o»ro)

Iim/(^0 +^os a,y0 + tcos -f(x0,y0)

t-*0 + t

从方向导数的定义可知，方向导数K
ol Uo，ro)

(7-1) 

就是函数/(ty)在点

匕(^>，7。)处沿方向Z的变化率•若函数/(^y)在点/>〆％，％)的偏导数存在， 
。=卜(1，0)，则

dl (:0.y0)

又若 ~ =«/=(0，1)，则 

dl

但反之，若

(xo*ro) 

dz

心+，，y。卜/(wJ4(w 山

/Uo,ro^)-/Uo,ro) o>yo)>

，dl 存在，则
(:o，ro)

dz

dx (:o，，o)

未必存在.例如，z = yV +y2在点

=1，而偏导数# 
(0,0) 0X

不存在.
(0,0)

O(0,0)处沿方向的方向导数$
ol

关于方向导数的存在及计算，我们有以下定理.
定理如果函数/(ty)在点尸〆％，:^)可微分，那么函数在该点沿任一方 

向Z的方向导数存在，且有
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f
Uo，yo)

=fx(X0^yo)COS « +fy(x0 »ro)COS Py (7-2)

其中COS Q：和COS々是方向Z的方向余弦.

证由假设，在点u，y。)可微分，故有 

/(a;0 +Ax,y0 + Ar) -/(xQyy0)

=/x(^o»r0)A^ +/r(^0»ro)Ay+ o( /(A^)2 + (Ay)2).

但点(％ + Aa；,j0 + Ay)在以(^),yQ)为始点的射线Z上时，应有Ax = tcos a,Aj

tcos 々，/(Ax)2 + (Ay)2 = f.所以

/(^o +^os o:，y。+tcos p) -f(x0 ,y0)
lim ‘ 

o

=/*(^o»ro)cos« +/y(^o5ro)cos^ 

这就证明了方向导数存在，且其值为

f
(*0，y。)

=/* ( X。，y。)cos a +fy (x0,yQ)cos /3.

例1求函数de2y在点P(1,0)处沿从点P(1，0)到点(?(2, -1)的方向 

的方向导数.
解这里方向/即向量玲=(1, -1)的方向，与Z同向的单位向量为q =

因为函数可微分，且
dz 

dx

故所求方向导数为
dz
Vi

dz = e2y =1, ^ - 2xe2y
dx (1,0) (1,0) dy (1,0)

= 2,
(1,0)

+ 2

f =lim
(x0,y0,z0) t-t0

(i,o) ^/2 l / 2

对于三元函数/(、y，z)来说，它在空间一点h (^My。，％)沿方向A = 

(cos a,cos冷，cos y)的方向导数为

f(x0 + tcos a,y0 + tcos f3,z0 + tcos y) -f(x0 ,y0 ,z0)

t

(7-3)

词样可以证明：如果函数/(^yy)在点(％ ,7。,A)可微分，那么函数在该点 

沿着方向q = (COS a，cos/3,cos 7)的方向导数为

§f
(xQ,y0,z0)

=fx(x0,yQfz0)cos a +fy(xQ,y0izQ)cos ji +
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/z(^)，yo,2o)cos (7 -4)

例2求/(%，y，2) =xy -^yz^zx在点(1，1，2)沿方向L的方向导数，其中Z的 

方向角分别为60。，45。，60。.

解与，同向的单位向量
ez = (cos 60° , cos 45° , cos 60° ) 士’夸’士).

因为函数可微分，且

/“I，i，2) = (r+2) 

/y(i,i ,2) = {x +z) 

/(I，1，2) = {y+x)

(1，1，2)

3,

2.
(1,1,2)

由公式(7-4)，得 

dl
0,1,2)

士+3 •苧+ 2 .士 =+(5+3在).

、梯度

与方向导数有关联的一个概念是函数的梯度.在二元函数的情形，设函数 

/(〜7)在平面区域D内具有一阶连续偏导数，则对于每一点P0(x0fy0) e/)，都 

可定岀一个向量
/: O0，:r0) “4 O0，y0 X/，

这向量称为函数/(\y)在点P0 ( , To)的瘦里，记作grad/U。，.％)或
▽/U0，y0)，即

grad/(^0,ro) = vf(x0Jy0) =fx(xo，yo)i+fy(x0,y0)j\

其中▽=去/ + </称为(二维的)向量微分算子或Nabla算子，▽/= $ +
oj - - - - - - ———    dx dy

如果函数/(x，y)在点户。(1。，y。)可微分，q = (cos a，cos 0)是与方向Z同向

的单位向量，那么

fl '-fAx0 , Jo) cos a +fT(xQyy0)cos

=lgrad/(%0 , y0) I cos df

(工o，yo)

= grad/O0，y0)
其中 0 = (grad/O。，：^^).

这一关系式表明了函数在一点的梯度与函数在这点的方向导数间的关
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系.特别，由这关系可知：
(1)当6>=0,即方向q与梯度grad/U。，：^)的方向相同时，函数/(hy)增 

加最快.此时，函数在这个方向的方向导数达到最大值，这个最大值就是梯度 

grad/(%，y。)的模，即

f
(*0-3

lgrad/(^0,j0) I.

这个结果也表示:函薮/(〜y)在一点的梯度grad/是这样一个向量，它的方向 

是函数在这点的方向导数取得最大值的方向，它的模就等于方向导数的最大值.
(2)当0 = 7r，即方向q与梯度grad/(xQ，y。)的方向相反时，函数/(hy)减 

少最快，函数在这个方向的方向导数达到最小值，即

f
)，加)

lgrad/O0，y0) I.

(3)当，即方向e,与梯度grad/O。，/。)的方向正交时，函数的变化率

为零，即

fl
，y。)

=lgrad/O0，y。) Icos 0=0.

我们知道，一般说来二元函数z=/(ty)在几何上表示一个曲面，这曲面被 

平面Z = C (C是常数)所截得的曲线L的方程为
\z =f(x,y),

这条曲线L在面上的投影是一条n 

平面曲线Z/ (图9 -10)，它在平 

面直角坐标系中的方程为
=c.

对于曲线f上的一切点，已给函数的 

函数值都是c，所以我们称平面曲线 

//为函数2 =f(x,y)的管傳
若/:，/y不同时等值线o 

f(x,y) =c上任一点PQ(〜，;xQ)处的一 

个单位法向量为

-L*A^y) 「L{.f{x,y)=cx
户0(Wo)

L2：f(x,y)=c2 (^>0,)

图9 -10

^/fx ( xo »7o ) ()0 »To )

▽/Oo，：K0)

-ifx ix0 jTo ) »/y (尤0，To ))

IV/(A；0,y0)l
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这表明函数/(〜y)在一点(％，y。)的梯度▽/(%，y。)的方向就是等值线 

/U，y) =C在这点的法线方向《，而梯度的模Iv/O。，：^) I就是沿这个法线方向

的方向导数#，于是有
dn

V/(^o,Jo) =¥-n-
an

上面讨论的梯度概念可以类似地推广到三元函数的情形.设函数 

在空间区域G内具有一阶连续偏导数，则对于每一点P0(x0iy0,z0) e G，都可定 

出一个向量
y* ( -^0 j To J ^ ^~-fy (*^0 »Yo 5 ^0 ) J ( %。，y。，艺。)无，

这向量称为函数/U，y，z)在点户。(％，7。，2。)的赞^，将它记作grad/(A；0,y0,20) 
或7/(^1，7()，^))，即

grad f(x0,y0Jz0) =vf(x0,y0tz0)
~fx (-^0 fTo J^o) ^ ( *^0 5 To v^o ) J fz ( >To ) ^*

其中▽ =y称为(三维的)向暈微分算子或»^^丈，v/sii+^j

A
dz
经过与二元函数的情形完全类似的讨论可知，三元函数/(^y，幻在一点的 

梯度▽/是这样一个向量，它的方向是函数/(x，y，z)在这点的方向导数取得最大 

值的方向，它的模就等于方向导数的最大值.
如果引进曲面

f(x,y9z) =c
为函数/U，：K，z)的f复g的概念，那么可得函数/U，y，2)在一点(％，％，％)的梯 

度▽/0()，7。^。)的方向就是等值面/0，：>^) =c在这点的法线方向/!，而梯度的

模l▽/U。，y。，2。)I就是函数沿这个法线方向的方向导数直.
dn

例3求grad
x2 + y2 

解这里/(ty) =-^ 「.因为

所以

df= 2x df 2j

dx U2 ^r2)2, dy-~W)2’

prad —
i 2x . 2y

S1 2 +/ "W)21' W)2
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第七节方向导数与梯度

例4设/（hy） =+（^+/），尸。（1，1），求

（1） /（＞，y）在尸。处增加最快的方向以及/（〜y）沿这个方向的方向导数;
（2） /（〜y）在PD处减少最快的方向以及/（〜y）沿这个方向的方向导数;
（3） /（A：，y）在P。处的变化率为零的方向.
解（1）/U，y）在Z5。处沿v/（i，i）的方向增加最快，

V/（l,l） ={oci+yj） l（1；1） =i+J,

故所求方向可取为 .
V/(l,l) 1.1.

方向导数为
a/ lv/(l，1)丨=V^.
dn 1 ⑴”

（2） /（hy）在尸。处沿-V/（1，1）的方向减少最快，这方向可取为

n, = -n =

方向导数为

:—丨（M）

（3） /O，/）在P。处沿垂直于v/（l，1）的方向变化率为零，这方向是

lv/(l ,1)1 =-农•

n2 = -—i+ — j ^ n3 —

例5设/（b：r，z）二/-w2-^户。（1，1，0）.问/（〜＞^）在戶。处沿什么方 

向变化最快，在这个方向的变化率是多少？
解 vfO+fd+fzHW-y^i-lxyj-k, ▽/（ 1，1，0） = 2i_ - 2J - A:.

处沿V/XHO）的方向增加最快，沿-v/（i，i，o）的方向减 

少最快，在这两个方向的变化率分别是
Iv/X 1，1，0） I = ^22 + （-2）2+1 =3，

一 lv/（l，1，0）丨=-3.

例6求曲面^ +z=9在点匕（1，2,4）的切平面和法线方程•
解设/（\3^） =/+/ +二由梯度与等值面的关系可知，梯度

▽/ (2xi+2yj+k)
P0 （1,2,4）

的方向是等值面=9在点P。的法线方向，因此切平面方程是

2i +4j + k

2(x - 1) +4(7-2) +0-4) =0,
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即
2x + 4y + z = 14,

曲面在P。处的法线方程是
x = l+2t, y=2+4tf z=4+t (f 为任意常数).

下面我们简单地介绍数量场与向量场的概念.
如果对于空间区域C内的任一点M，都有一个确定的数量/(M)，那么称在 

这空间区域G内确定了一个(例如温度场、密度场等).一个数量场可用 

一个数量函数/(M)来确定.如果与点M相对应的是一个向量F(M)，那么称在 

这空间区域C内确定了一个(例如力场、速度场等).一个向量场可用一 

个向量值函数F(M)来确定
F(M) =P(M)i + Q(M)j + R(M)k,

其中P(M)，<?(M)，/?(M)是点M的数量函数.
若向量场是某个数量函数/(M)的梯度，则称/(M)是向量场F(M)的 

一个费gg，并称向量场F(M)为由此可知，由数量函数/(M)产生的梯度 

场grad/(M)是一个势场.但需注壬意一个向量场并不一定都是势场，因为 

它不一定是某个数量函数的梯度.

例7试求数量场■^所产生的梯度场，其中常数m>0，r=心2+/+?为原 

点0与点MU，y，z)间的距离.

解 dx^
dr
dx

ii
从而

m

厂3

因此

grad f + —y +

如果用~表示与万〗il同方向的单位向量，那么

=子• + -yj + -yk,

,m m grad ——=一了 er.

上式右端在力学上可解释为，位于原点0而质量为m的质点对位于点M而 

质量为1的质点的引力.这引力的大小与两质点的质量的乘积成正比、而与它们
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的距离平方成反比，这引力的方向由点M指向原点.因此数量场f•的势场即梯
r

度场grad ^称为引力场，而函数^称为引力势.
r - - - - r ———-

习题9-7

1. 求函数p%2 +y2在点（1，2）处沿从点（1，2）到点（2,2+#）的方向的方向导数•
2. 求函数flnQ+y）在拋物线/ =心上点（1，2）处，沿着这抛物线在该点处偏向、轴 

正向的切线方向的方向导数.
L求函数 + 在点|'(a2 ' b2 } 一\在含）处沿曲线_ + ^- = 1在这点的内法线方向的

方向导数.
4.求函数u =xy2 +z3 -xyz在点（1，1，2）处沿方向角为a j的方向的方

向导数.
5. 求函数》=町2在点（5，1，2）处沿从点（5，1，2）到点（9,4，14）的方向的方向导数.
6. 求函数u =;c2 +〆+ 22在曲线x = «，y = f2，z = /上点（1，1，1 ）处，沿曲线在该点的切线 

正方向（对应于t增大的方向）的方向导数.
7. 求函数u=x+y+z在球面？ +/ +? =1上点（hJ。，％）处，沿球面在该点的外法线 

方向的方向导数.
8. ^.f（x,y,z） =x2 +2y2 +3z2 +xy +3x - 2y - 6z

grad/（0,0,0）及 grad/（ 1，1，1）.

9. 设函数1^^，7,2），1；（17,2）的各个偏导数都存在且连续，证明：

（1） V（cu） =cv« （其中 C 为常数）；
（2） S7（u±v） =VM±VU；

（3） V（uv） = v Vu + u ;
1 Vu — u Wv

(4) ▽(t)
r2

10.求函数u=xy2z在点P0（l, -1，2）处变化最快的方向，并求沿这个方向的方向导数.

第八节多元函数的极值及其求法

、多元函数的极值及最大值与最小值

在实际问题中，往往会遇到多元函数的最大值与最小值问题.与一元函数相
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类似，多元函数的最大值、最小值与极大值、极小值有密切联系，因此我们以二元 

函数为例，先来讨论多元函数的极值问题.
定义设函数的定义域为/＞，尸。（％，^。）为D的内点.若存在P。 

的某个邻域U（P0） CZ），使得对于该邻域内异于P。的任何点（hy），都有
＜f（x0,y0）,

则称函数/U，y）在点（％，yQ）有辑大俾/U，y。），点U，yQ）称为函数/（ty）的 

辑大值点;若对于该邻域内异于何点U，y），都有
f（x，y） ＞f（x0,yo）,

则称函数/（〜y）在点U，y。）有铒小偉/Uw），点U，y。）称为函数/（%，y）的 

_、值点•极大值与极小值统称使得函数取得极值的点称为攝傳卓.
例1函数+4/在点（0,0）处有极小值.因为对于点（0，^? 一邻 

域内异于（0,0）的点，函数值都为正，而在点（0,0）处的函数值为零.从几何上看 

这是显然的，因为点（0,0,0）是开口朝上的椭圆拋物面+4/的顶点.
例2函数z = - +〆在点（0,0）处有极大值.因为在点（0,0）处函数值

为零，而对于点（0 ,0）的任一邻域内异于（0,0）的点，函数值都为负.点（0,0,0）'

是位于平面下方的锥面z = - V?T7的顶点.
例3函数2=呼在点（0,0）处既不取得极大值也不取得极小值.因为在点 

（0,0）处的函数值为零，而在点（0,0）的任一邻域内，总有使函数值为正的点，也 

有使函数值为负的点.
以上关于二元函数的极值概念，可推广到71元函数.设n元函数w =/（尸）的 

定义域为Z＞，P。为的内点.若存在P。的某个邻域U（P0） CZ），使得该邻域内异 

于P。的任何点P，都有
/（尸）＜/W （或/（P）＞/（P。）），

则称函数/（P）在点PQ有gj：j|（或辑小偉）/（尸。）.
二元函数的极值问题以导数来解决.下面两个定理就是关于 

这问题的结论.
定理1（必要条件）设函数z=/（h：r）在点u。，％）具有偏导数，且在点 

（^），7。）处有极值，则有
又（工o，，.o）= o，a （工。，，’o）= 0.

证不妨设z=/U，y）在点（％，y。）处有极大值.依照极大值的定义，在点 

（^），7。）的某邻域内异于（^＞，7。）的点（^）0都适合不等式
f（x,y） ＜f（x09y0）.

特殊地，在该邻域内取7=7。而的点，也应适合不等式
f（x,y0） ＜f（x0yy0）.
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这表明一元函数/(iy。)在处取得极大值，因而必有
=0.

类似可证
/々oJo) =0.

从几何上看，这时如果曲面2 =/(x，y)在点(x。a，％)处有切平面，则切平面 

2 -^o =/,(^0»ro) -^0) +/y(^o»r0) (r -r0)
成为平行于Wy坐标面的平面i-z。=o.
类似地推得，如果三元函数1^=/(^^)在点(^y。，％)具有偏导数，那么它 

在点U()，yo，<z。)具有极值的必要条件为
/*(^)，y。，2。)=0, fy(x0,yQ,z0) =0, f2(xo，yo^o) =°-

仿照一元函数，凡是能使乂(\y) =0,fy(xiy) =0同时成立的点(％ A)称 

为函数z=/(〜y)的从定理1可知，具有偏导数的函数的极值点必定是驻 
点•但函数的驻点不1是极值点，例如，点(0,0)是函数z=A；：K的驻点，但函数 

在该点并无极值.
怎样判定一个驻点是否是极值点呢？下面的定理回答了这个问题.
定理2(充分条件)设函数z =/U，y)在点U。，：^)的某邻域内连续且有一 

阶及二阶连续偏导数，又乂(％，7。)=0，(％。，;^) =0,令
/^(^o,Jo) =A，fxy(xofy0) =By fyy(x0,y0) = C,

则/U，y)在U。，％)处是否取得极值的条件如下：
(1) AC-B2 >0时具有极值，且当4 <0时有极大值，当4 >0时有极小值；
(2) 以:-炉<0时没有极值；
(3) -52 =0时可能有极值，也可能没有极值，还需另作讨论.
这个定理现在不证①.利用定理1、定理2,我们把具有二阶连续偏导数的函 

数^ =/( ty)的极值的求法叙述如下：
第一步解方程组

fAx^y) =°5 fy(x，y) =0，
求得一切实数解，即可求得一切驻点.
第二步对于每一个驻点(％，7。)，求出二阶偏导数的值和C.
第三步定出4C -B2的符号，按定理2的结论判定/(%，y。)是不是极值、 

是极大值还是极小值.
例4求函数/(xj) =x3-y3+3/+ 3〆-9%的极值.
解先解方程组

①证明见第九节第二目.
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=^>X2 +6x -9 =0,
\fy（x,y） = -3y2 +67 =0,

求得驻点为（1，0）、（1，2）、（ -3,0）.（ -3,2）.
再求出二阶偏导数

fxx、x，y） =6^+6, fxy{x,y） =0, fyy（x,y） = -6y+6. .
在点（1,0）处，因为仏-炉=12 • 6>0,又4>0,所以函数在（1，0）处有k 

小值/（1，0） = -5;
在点（1，2）处，因为^4C-52=12 • （ -6） <0,所以/（1，2）不是极值；
在点（_3,0）处，因为4C-52 = -12 • 6<0,所以/（ -3,0）不是极值；
在点（_3,2）处，因为4C-B2 = -12 • （ -6） >0，又4<0，所以函数在 

（ -3,2）处有极大值/（ -3,2） =31.
讨论函数的极值问题时，如果函数在所讨论的区域内具有偏导数，那么 

由定理1可知，极值只可能在驻点处取得.然而，如果函数在个别点处的偏 

导数不存在，这些点当然不是驻点，但也可能是极值点.例如在例2中，函数

- ^/7^在点（0,0）处的偏导数不存在，但该函数在点（0,0）处却具有极大 

值.因此，在考虑函数的极值问题时，除了考虑函数的驻点外，如果有偏导数不存 

在的点，那么对这些点也应当考虑.
与一元函数相类似，我们可以利用函数的极值来求函数的最大值和最小值. 

在第一^节中已经指岀，如果/（〜7）在有界闭区域i）上连续，那么/U，：K）在D上 

必定能取得最大值和最小值.这种使函数取得最大值或最小值的点既可能在 

的内部，也可能在D的边界上.我们假定，函数在/>上连续、在D内可微分且只 

有有限个驻点，这时如果函数在Z）的内部取得最大值（最小值），那么这个最大 

值（最小值）也是函数的极大值（极小值）.因此，在上述假定下，求函数的最大值 

和最小值的一般方法是:将函数/（rc，y）在乃内的所有驻点处的函数值及在0的 

边界上的最大值和最小值相互比较，其中最大的就是最大值，最小的就是最小 

值.但这种做法，由于要求出/（^0在D的边界上的最大值和最小值，所以往往 

相当复杂.在通常遇到的实际问题中，如果根据问题的性质，知道函数/U，y）的 

最大值（最小值）一定在的内部取得，而函数在2）内只有一个驻点，那么可以 

肯定该驻点处的函数值就是函数/U，y）在D上的最大值（最小值）.
例5某厂要用铁板做成一个体积为2 m3的有盖长方体水箱.问当长、宽和 

高各取怎样的尺寸时，才能使用料最省.

解设水箱的长为x m，宽为:r m，则其高应为i m.此水箱所用材料的面积
xy
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^}A = 2( xy + y • — + x • , gp

\ xr xr)

A =2^xy + — + — J (x >0 >0).

可见材料面积4 rAty)是％和y的二元函数，这就是目标函数，下面求使这函 

数取得最小值的点(U).
令

4=2卜-另=0, '=2卜—5) =0.
解这方程组，得

x =lf2 , y —l[i.

根据题意可以知道，.水箱所用材料面积的最小值一定存在，并在开区域D = 

1(^,y) IoOjXM内取得.又函数在Z)内只有唯一的驻点(為，茨)，因此可断 

定当x =v^,r =沒时J取得最小值.就是说，当水箱的长为茨饥、宽为诉m、高为

3；^-^ =沒m时，水箱所用的材料最省.

从这个例子还可看岀，在体积一定的长方体中，以立方体的表面积为最小•
例6有一宽为24 cm的长方形铁板，把它两边折起来做成一断面为等腰梯 

形的水槽.问怎样折法才能使断面的面积最大?

.24-2^
24

图9 -11

解设折起来的边长为^ cm,倾角为a (图9 - 11 )，则梯形断面的下底长 

为(24 -2$) cm,上底长为(24 - 2x + 2^cos o:) cm，高为Osin a) cm,所以断面 

面积

即

A =—7(24 -2% + 2%cos o： + 24 -2%) • xsin a,

A =24^sin a -2a;2sin a +A；2sin a cos a /0 < ^ < 12,0 <
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可见断面面积4 =^U，Q：)，这就是目标函数，下面求使这函数取得最大值的点 

(X，Q：)•令

{Ax = 24sin a -4%sin a + 2xsin acos a =0,

Aa = 24a:cos a - 2x2 cos a + x2 ( cos2 a - sin2a) =0.

由于sin 上述方程组可化为
{12 - 2x + x cos a = 0,

24cos a -2x cos a +x( cos2a - sin2a) =0.

解这方程组，得
a = =60°，欠=8.

根据题意可知断面面积的最大值一定存在，并且在Z) = i (x,a) 10 <^ <12,

0<a^y|内取得•通过计算得知a 时的函数值比o: =60°，％ =8时的函数值

小•又函数在D内只有一个驻点，因此可以断定，当％ =8,o： =60。时，就能使断面 

的面积最大•

二、条件极值拉格朗日乘数法

上面所讨论的极值问题，对于函数的自变量，除了限制在函数的定义域内以 

外，并无其他条件，所以有时候称为.但在实际问题中，有时会遇到对 

函数的自变量还有跗加条件的极值求表面积为a2而体积为最大的 

长方体的体积问题.设长方体的三棱的长为〜y与z，则体积V = xyz.又因假定表 

面积为a2，所以自变量与2还必须满足附加条件2(叮+ +xz) = a2.像这种 

对自变量有附加条件的极值称为奏ffgf .对于有些实际问题，可以把条件极值 

化为无条件极值，然后利用第一目中的方法加以解决.例如上述问题，可由条件 

2(xy +yz + xz) =a2,将2:表示成
_ a2 - 2xy 

Z~2(x +y)'.

再把它代入7 = a^中，于是问题就化为求

的无条件极值.例5也是属于把条件极值化为无条件极值的例子.
但在很多情形下，将条件极值化为无条件极值并不这样简单.另有一种直接 

寻求条件极值的方法，可以不必先把问题化到无条件极值的问题，这就是下面要 

介绍的笋格朗日乘数法•
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现在先来寻求函数 

在条件
^ =f(x,y) 

<p(x,y) =0

(8 -1) 

(8-2)

下取得极值的必要条件.
如果函数(8 -1)在(％，7。)取得所求的极值，那么首先有

<p(^o»r0) =°- (8-3)

我们假定在(^)，y。)的某一邻域内/U，y)与Wir)均有连续的一阶偏导数，而 

)^0.由隐函数存在定理可知，方程(8-2)确定一个连续且具有连续导 

数的函数:^ =少(幻，将其代人(8 -1)式，结果得到一个变量^的函数
^ =/[^,«A(^) ]• (8_4)

于是函数(8 -1)在UQ，y。)取得所求的极值，也就是相当于函数(8 _4)在 

取得极值.由一元可导函数取得极值的必要条件知道
0。，7。)+4“，7。)裝

0

而由(8 -2)用隐函数求导公式，有

dz

dx
0, (B-5)

dy
di

<Px(xo^o)

(8-6)

0— <py(x0\yo)'

把上式代入(8-5)式，得

/“w。) -/y(w。):::二卜。.
(8 -3),(8 -6)两式就是函数(8-1)在条件(8 -2)下在(％，yQ)取得极值的必 

要条件.
L/y(^o»Jo)
设^-A，上述必要条件就变为 

(pyKx0yy0)

rfAxo^o) +A9,(^o»ro) =0^ 

|/y(^o»r0) +A^y(^o»r0) =°» 

U(^o»ro) =°-
若引进辅助函数

L(x,y) =f(x,y) +\(p(x,y), 

则不难看出，(8-7)中前两式就是
4(^o»r0) =°» ^r(^o»Jo) =°- 

函数LU,y)称为拉格朗日函数，参数A称为拉格朗日乘子. 

由以上讨论，结论.

(8-7)
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第九章多元函数微分法及其应用

拉格朗日乘数法要找函数z =/U，y)在附加条件<p(；c，y) =0下的可能极 

值点，可以先作拉格朗日函数
=f(x,y) +\(p(xiy)i

其中A为参数.求其对％与y的一阶偏导数，并使之为零，然后与方程(8 -2)联 

立起来： -
rfAx,y) +A^x(^,y) =0,

>fy(xyy) +X(py(x,y) =0, (8-8)

■(pix^y) =0.

由这方程组解出、、:K及A,这样得到的Ua)就是函数/(ty)在附加条件 

史U，y) =0下的可能极值点.
这方法还可以推广到自变量多于两个而条件多于一个的情形.例如，要求函数 

在附加条件
(p(xfyfz,t) =0， ijj(x,y,z,t) =0 (8 -9)

下的极值，可以先作拉格朗日函数
L(x ,z ,t) =f(xfy,zft) + \(p(x ,z ft) + jjA//(x，y，z，t)，

其中A#均为参数，求其一阶偏导数，并使之为零，然后与(8 -9)中的两个方程 

联立起来求解，这样得出的U，；^，0就是函数/(m^)在附加条件(8 -9)下 

的可能极值点.
至于如何确定所求得的点是否极值点，在实际问题中往往可根据问题本身 

的性质来判定.
-例7求表面积为a2而体积为最大的长方体的体积.
解设长方体的三棱长为〜:K与2，则问题就是在条件

(p(x,y,z) = 2xy + 2yz + 2xz - a2 =0 (8 - 10)

下，求函数
V = xyz (x >0,j >0,z >0)

的最大值•作拉格朗日函数
L(x,y,z) = xyz + A (2xy + 2yz +2xz - a2),

求其对与z的偏导数，并使之为零，得到
ryz+2X(y+z) =0,
J itz +2A(x +z) =0, (8-11)

[xy +2A(y +x) =0.

再与(8 - 10)联立求解.

因为与z都不等于零，所以由(8-11)可得
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X X +Z

J 7+2：

y x +y
z x + z

由以上两式解得

将此代人（8-10）式，便得
X =： y = z.

x = y = z = —a

这是唯一可能的极值点.因为由问题本身可知最大值一定存在，所以最大值就在

这个可能的极值点处取得.也就是说，表面积为^的长方体中，以棱长为的

正方体的体积为最大，最大体积V^a1 

例8求函数w =xyz在附加条件
— (% >0，y >0,2 >0，a >0)
x y z a

(8-12)

下的极值.
解作拉格朗日函数

L(x,r.z) = xyz + A ( — + + ~~
/ \ X J Z

令

L = xz - —j
y

o,

o, (8-13)

Lz = xy- T = 0.
* z

注意到以上三个方程左端的第一项都是三个变量心y与z中某两个变量的乘 

积，将各方程两端同乘相应缺少的那个变量，使各方程左端的第一项都成为吁 

然后将所得的三个方程左、右两端相加，得
3xyz - A( — + — + — j =0,

把（8-12）代入上式，得

xyz
3 a

再把这个结果分别代入（8 -13）中各式，便得x=y=z=3a.由此#到点（ 3a，3<i， 
3a）是函数a =巧^在条件（8 -12）下唯一可能的极值点.把条件（8 - 12）确定的
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第九章多元函数微分法及其应用

隐函数记作z=z(xiy)，将目标函数看做w =xyz(x,y) = F(xyy)，再应用二元函 

数极值的充分条件判断，可知点(3a，3a，3(i)是函数在条件(8 -12)下的 

极小值点.因此，目标函数在条件(8 -12)下在点(3a，3a，3a)处取得极小 

值27a3.

下面的问题涉及经济学中的一个最优价格的模型.
在生产和销售商品过程中，商品销售量、生产成本与销售价格是相互影响 

的.厂家要选择合理的销售价格，才能获得最大利润.这个价格称为最优价格.下 

面的例题就是讨论怎样确定电视机的最优价格.
例9设某电视机厂生产一台电视机的成本为C，每台电视机的销售价格为 

/>，销售量为假设该厂的生产处于平衡状态，即电视机的生产量等于销售量. 

根据市场预测，销售量x与销售价格p之间有下面的关系：
x=Me-ap (M>0,a>0), (8-14)

其中M为市场最大需求量，a是价格系数•同时，生产部门根据对生产环节的分 

析，对每台电视机的生产成本C有如下测算：
C = CQ _ kin x (k >0 ,x > 1) f (8-15)

其中Q是只生产一台电视机时的成本，A;是规模系数.
根据上述条件，应如何确定电视机的售价p，才能使该厂获得最大利润？
解设厂家获得的利润为a，每台电视机售价为心每台生产成本为C，销售 

量为〜则
u = (p - C)x.

于是问题化为求利润函数u = (p-C)x在附加条件(8 - 14)、(8 - 15)下的极值 

问题.
作拉格朗日函数

L(x，p，C) = (p - C) x + X(x - Me~ap) + fji(C - CQ + k\n x).

令
Lx = Qp — C) + A + k = 0 ,

X

Lp = x + XaMe ~ap = 0 ,

、LC = -x 

将(8-14)代入(8-15)，得

C = C0 - k(ln M - ap).

由(8 - 14)及 ~=0知 >U= -1，即

A=-丄.

(8-16)

(8-17)
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第八节多元函数的极值及其求法

由 Lc=0知％=yLt，即

1.

将(8 -16)、(8-17)和(8 -18)代入乙=0,得

由此得

p - C0 + A：(In M - ap)- - + A： = 0,

C0 -k\nM + ——k

(8-18)

\ - ak

因为由问题本身可知最优价格必定存在，所以这个，就是电视机的最优价格. 

只要确定了规模系数1价格系数a，电视机的最优价格问题就解决了.

习题9 -8

1. 已知函数/U，y)在点(0,0)的某个邻域内连续，且
iim /(〜y) -%y-i 
d。小2”2)2 ，

则下述四个选项中正确的是().
(A) 点(0,0)不是/(hy)的极值点
(B) 点(0,0)是/(^)的极大值点
(C) 点(0,0)是/(ly)的极小值点 ..
(D) 根据所给条件无法判断(0,0)是否为/(ly)的极值点
2. 求函数/(ty) =4($-y) 的极值.
3. 求函数/(x，：r) = (6x-%2) (4y-/)的极值.
4. 求函数/(U) = e2*(x+y2 +2y)的极值.
5. 求函数z = w在适合附加条件x+ y = 1下的极大值.
6. 从斜边之长为Z的一切直角三角形中，求有最大周长的直角三角形：
7. 要造一个体积等于定数A;的长方体无盖水池，应如何选择水池的尺寸，方可使它的表

面积最小. •
8. 在平面上求一点，使它到a;=0，：k=0及A；+2y-16 =0三直线的距离平方之和为

最小.
9. 将周长为2/)的矩形绕它的一边旋转而构成一个圆柱体•问矩形的边长各为多少时，

才可使圆柱体的体积为最大？ 、
10. 求内接于半径为a的球且有最大体积的长方体.
11. 拋物面z-x + J2被平面x + y +z = l截成一椭圆，求这椭圆上的点到原点的距离的 

最大值与最小值.
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第九章多元函数微分法及其应用

12. 设有一圆板占有平面闭区域|（A；，y）U2 + /彡1丨.该圆板被加热，以致在点U，；r）的
温度是T = X2 +2/ 求该圆板的最热点和最冷点.

13. 形状为椭球4/ +〆+4/《16的空间探测器进人地球大气层，其表面开始受热，1小 

时后在探测器的点h，y，z）处的温度T = %x2 +4yz-16z+600,求探测器表面最热的点.

第九节二元函数的泰勒公式

一、二元函数的泰勒公式

在上册第三章，我们已经知道:若函数/（幻在％的某邻域内具有直到（71 + 1） 
阶导数，则对该邻域内的任一 .T，有下面的U阶泰勒公式

/U) =/(%) ^f'{xQ){x-xQ)

/"U)
2!

{x-x0)2 + +^lhr+

(^0 +^(^-^0)) 

(汀 + 1)!

71!

(n0广1 (0<0<1)

成立.利用一元函数的泰勒公式，我们可用〃次多项式来近似表达函数/U）， 
且误差是当时比（％ -%r高阶的无穷小.对于多元函数来说，无论是为 

了理论的或实际计算的目的，也都有必要考虑用多个变量的多项式来近似表 

达一个给定的多元函数，并能具体地估算出误差的大小来.今以二元函数为 

例，设P/U，y）在点（％，7。）的某一邻域内连续且有（71 + 1）阶连续偏导数， 
（% +/i,ro +幻为此邻域内任一点，我们的问题就是要把函数/（% +17。+A0近 

似地表达为九= i-x0，A：=：K-yo的/I次多项式，而由此所产生的误差是当P =

A2 +^2->0时比〆高阶的无穷小.为了解决这个问题，就要把一元函数的泰勒 

中值定理推广到多元函数的情形.
定理设2 =/U，y）在点4。）的某一邻域内连续且有（71 + 1）阶连续偏导 

数，（A +h,yQ + A:）为此邻域内任一点，贝lj有
f、义o +厶，To +左）

=/（%，y0）+卜忐 + 人-老：）/（w0） +

六卜去+分去+々））“。山）+
{nl\）\{hYx + kY）l f（xo+eh,y0+ek） （0<0<1）.
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第九节二元函数的泰勒公式

其中记号
[h 1+ kD八Xo，yo)表示私卜。，，’。)+ ^(^o»ro) *

2

(/li + ^)/(w°m*/l2/n(w°) +2Kxo，l) O’y。)

一般地，记号

hi+k^f(x^ 表示 tc:hPkm-pJ^ ~p (^o^o)

证为了利用一元函数的泰勒公式来进行证明，我们引入函数 

0(0 =f(x0 +htyy0+kt)

显然少(0) =f(x0 ,y0)，少(1) =f(x0 +/i，y。+/0•由少⑴的定义及多元复合

函数的求导法则，可得 '
(^ t') — hfx (^Xq + ht ,y0 + kt^ + kfy (xQ + ht，)^0.+ kt)

二("去 + & 会)/(% ++ &) ’
(p't) = h2fxx (x0 + ht，y0 +kt) + 2hkf (x0 +ht,y0 +kt) + k2fyj{x0 + ht,yQ +kt)

n n v 2
h ~^ + k —j f(x0 + ht,y0 + kt),

0㈣(t) = ^ Cpn + lhpkn + ] r1/
p = o dxpd/ + (^0 + 沿，ro + ⑷

^ ^ ^ ~j f(x0 + ht，yQ + kt) •

利用一元函数的麦克劳林公式，得 

少⑴=^(0) + W(0) +^w(0) + •••+. ■少(n)(0)
(几 + 1)!

少(n + 1)(60，

(0 <6><1).

将少(0) =f(xQ,y0)，少(1) =/(% +/i，：r。+A：)及上面求得的少直到打阶导数 

在£ =0的值，以及0(n + 1) G)在的值代入上式，即得
f(x0 +h,yQ +k)

=/(w。) +("|^|;)/(w。) +六("忐+ 一• +

h.(hic+ki)f(x°'yo) +K, (9_1)
其中
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第九章多元函数微分法及其应用

R 'n + 1) \ [hlx+k'd^) /(^o +0h,yo + 6k) (0<6<1). (9 -2)

定理证毕.
公式(9-1)称为二元函数/(〜y)在点(^y。)的？及麥勒舍其，而圪的表 

达式(9 _2)称为辑格朗日余项• ^
由二元函数^^^知，以(9 -1)式右端hRk的n次多项式近似表 

达函数/U +h，yo +A:)时，其误差为liU.由假设，函数的各U + 1)阶偏导数都 

连续，故它们的绝对值在点Uc,y。)的某一邻域内都不超过某一正常数M.于是， 
有下面的误差估计式：

m . . . . . . m ihi m
——+ —
p P(n + l)\ 

M
(71 + 1) !

(\h\ + \k\)n+l
(n + 1)

n + 1 /Tp (

(^)n+ i① (9-3)

其中 p = ^/h2 + k2.

由(9-3)式可知，误差|心|是当/^0时比//高阶的无穷小.
当n=0时，公式(9-1)成为 

f(xQ +h,y0 +k)

=f(x0iy0) +hfx(x0 +dh,y0 +dk) +kfy(x0 +6hty0 +0k). (9 -4)

公式(9_4)称为;;元勇歎的拉格朗日中值公式.由(9 -4)式即可推得下述 
结论： -™一
推论如果函数/(〜y)的偏导数乂在某一区域内都恒等于 

零，那么函数/(\：r)在该区域内为一常数.
例1求函数/(%，y) =ln(l +x +y)在点(0,0)的三阶泰勒公式.
解因为

fSx，y) =fy{x,y) 1 ，

1+^+7

=fxr(x,y) =fyy(x,y) 1

d3f 21
dxpdy3'p~ (1 +x+y)3

d4f _ 3!

dy4 ~P (1 +a: + j)4

(1 + ^ +y)2 ’ 

(p=0,1,2,3),

(p=0,l,2,3,4).

①令■^■ = cos a,-^- = sin a，贝！］ cos a + sin a =V^sin(a +-J-) ^^2.
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所以

hic+ktY(Q，Q) =A/“0,0) +私(0,0) =h+k

(士《)2/(0,0)
= h2fxx(Q，Q) +2hkfxy(Q，Q) +k%(0,0) = -(h+k)2,

(hic+ki)fi^0)
= ^(0,0) +3h2kfxxy(0f0) +3hk2fxyy(0,0) +k%y(0i0) =2(h+k) 

又/(0,0) =0,并将=x,k =7代人，由三阶泰勒公式便得

1 1ln( 1 + x + y) =x + y - + j)2 + ~^~(x + j)3 + 丑3,

其中

R,
k = y

(x +y)4

4 (1 +0x + 6y)
(0 <0 <l).

二、极值充分条件的证明

下面来证明第八节中的定理2.
设函数z=/U，y)在点户。(％，7。)的某邻域％ (户。)内连续且有一阶及二阶 

连续偏导数，又乂(^)，7。)=OJy(x0,y0) =0.

依二元函数的泰勒公式，对于任一+ly。+A;) e %(&)有 

A/ =f(x0 +h,y0 +k) ~f(x0fy0).

7r[h2fxx (x0 + 6hfy0 + Ok) + 2hkfxy(xQ + 0h ,yQ + 0k)

(9-5)

(9-6)

k2fry(xo + ^h,y0 + ek) ] (0 < (9 < 1).

(1) AC -B2 >0,即

fxx (x0 ,y0)frr (x0,y0) - [fxy {x0,y0)]2 >0.

因/U，y)的二阶偏导数在％ (PQ)内连续，由不等式(9-6)可知，存在点尽 

的邻域 使得对任一(％ +/i,r0 +kUU2(P0)有
fxx(x0 +6h,y0 +6k)fyy(x0 +6h,y0 + dk) - [fxy(x0 +0k,yo +0k)]z >0.

(9-7)

为书写简便起见:把九^:^厶^:^/“^:^在点^+氣:^+⑹处的值依
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次记为九“y.由（9 - 7）式可知，当（％ + &，；kq U） e f/2 （ ）时，氕及4都不 

等于零且两者同号.于是（9 -5）式可写成
△/皆［（I O2 +k2（fxJyy -f2xy）］.

当/ij不同时为零且（％+/1，7。+0 e t/2（PQ）时，上式右端方括号内的值为正， 
所以△/异于零且与九同号.又由/（uO的二阶偏导数的连续性知I与4同号， 
因此△/与A同号•所以，当4>0时/Uw）为极小值，当4 <0时/UQ，：r。）为极 

大值•
（2） g AC - B2 <0,即

Lx（xo^o）fyy（xo,ro） -lX（^），yo）］2 <0. （9-8）

先假定人=fyy（x0fy0） =0,于是由（9-8）式可知这时乂，（1。，7。）#0. 

现在分别令及，则由（9-5）式分别得
j^2

A/ = y［/,.T（^o +Oih,r0 +0^） +2fxy（x0 +（9^,70 +（9!/i） + 

fyy （ "^O + 沒1 厶，To + 汐1 "）］

^2

A/=y［/+^2^,ro -02h） -2fxy（x0 +e2h,y0 -e2h） +

及

fyy （ + 沒2厶，,0 - 沒2"）］，

其中Oc%，％ <1.当h—Q时，以上两式中方括号内的式子分别趋于极限
2/”,O0，：X0）及-2/,y（%0,y0），

从而当&充分接近零时，两式中方括号内的值有相反的符号，因此A/可取不同 

符号的值，所以/（%，;^）不是极值.
再证九U，y。）和y; U，y。）不同时为零的情形.不妨假定/„ U，y。）#0.先 

取左=0,于是由（9-5）式得
△/=士 以* “ + 恥，:X。）.

由此看岀，当/I充分接近零时，△/与九（％，；r。）同号.
但如果取

h = -/xrC^oOo）^ （9-9）

其中s是异于零但充分接近零的数，则可发现，当M充分小时，△/与九（％，％）异 

号.事实上，在（9 -5）式中将h及A•用（9 -9）式给定的值代入，得

△/
2

i [/xv(^o,ro) ]2/^(^0 + 恥，7。+0k)

2fXr (,ro )fxx (,r0 )fxy (+^,r0 + 耿)
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LLK，:ro）]2/”U + 枞，:r。+ 枞）1. （9-10）

上式右端花括号内的式子当s->0时趋于极限
/x:（-Wo） \ fxx（xo,yo）fyy（x0,y0） - [fxy（xQ,y0） ]2|.

由不等式（9-8），上式花括号内的值为负，因此当5充分接近零时，（9 -10）式 

右端（从而△/）与九U，：K。）异号.
以上已经证得：在点（％，y。）的任意邻近，A/可取不同符号的值，因此 

/（I。，％）不是极值.
（3）考察函数

f（x,y） =x2 +y4 及 g（xfy） =x2 +y3.

容易验证，这两个函数都以（0,0）为驻点，且在点（0,0）处都满足4C-B2 =0.但 

/U，y）在点（0,0）处有极小值，而在点（0,0）处却没有极值.

*习题 9一9

1. 求函数/（D'） =2$2 -xy-y2 -6%-3：k+5在点（1，-2）的泰勒公式.
2. 求函数/0，：K） =^111（1 +y）在点（0,0）的三阶泰勒公式.

3. 求函数/（^，：）0 =sin xsin y在点（子，子）的二阶泰勒公式.

4. 利用函数/（i：k） 的三阶泰勒公式，计算1. l1”2的近似值.
5. 求函数在点（0,0）的/I阶泰勒公式.

第十节最小二乘法

许多工程问题，常常需要根据两个变量的几组实验数值——实验数据，来 

找出这两个变量间的函数关系的近似表达式.通常把这样得到的函数的近似 

表达式叫做经验公式建立以后，就可以把生产或实验中所积累的某 

些经验，提加以分析.下面通过举例介绍常用的一种建立经验公式 

的方法.
例1为了测定刀具的磨损速度，我们做这样的实验：经过一定时间（如每 

隔一小时），测量一次刀具的厚度，得到一组实验数据如下：

顺序编号 0 1 2 3 4 5 6 7

时间f/h 0 1 2 3 4 5 6 7

刀具厚度j/mm 27.0 26. 8 26.5 26. 3 26. 1 25.7 25. 3 24. 8
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第九章多元函数微分法及其应用

试根据上面的实验数据建立y和f之间的经验公式y =/(0-也就是，要找出一 

个能使上述数据大体适合的函数关系：r =/( 0.
解首先，要确定/(G的类型.为此，可按下法处理.在直角坐标纸上取〖为

横坐标，:r为纵坐标，描出上述各对数据的 

对应点，如图9 - 12所示.从图上可以看 

岀，这些点的连线大致接近于一条直线. 

于是，就可以认为y=/(0是线性函数， 
并设

/(0 = at + b,

其中a和6是待定常数.
常数a和6如何确定呢？最理想的情 

形是选取这样的a和6，能使直线y = at+b 

经过图9-12中所标出的各点.但在实际

27-

26-

25

24
2 3 4 5 6 7 8

图9-12

上这是不可能的.因为这些点本来就不在同一条直线上.因此，只能要求选取 

这样的ci、b，使得f(t) = at + b在tQ山，t2，…，h处的函数值与实验数据:K。， 
h，y2，…，:T7相差都很小，就是要使偏差

r；-/(^) (z=0，l，2,…，7)

都很小.那么如何达到这一要求呢？能否设法使偏差的和

X [Ti -/⑷]
i=0

很小来保证每个偏差都很小呢？不能，因为偏差有正有负，在求和时，可能互相 

抵消.为了避免这种情形，可对偏差取绝对值再求和，只要
7 7

X '/i -Ah)1 = X iji - + ^) I
i=0 i=0

很小，就可以保证每个偏差的绝对值都很小.但是这个式子中有绝对值记号，不 

便于进一步分析讨论.由于任何实数的平方都是正数或零，因此可以考虑选取常 

数a与b，使
7

M = ^ IXi-Cat； +b) ]2
i = 0

最小来保证每个偏差的绝对值都很小.这种根据偏差的平方和为最小的条件来 

选择常数a与6的方法叫做这种确定常数a与6的方法是通常所 

采用的.
现在我们来研究，经验公式y =:如+ 6中，a和6符合什么条件时，可以使上 

述的M为最小.如果把M看成与自变量a和6相对应的因变量，那么问题就可
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第十节最小二乘法

归结为求函数M=M（a，6）在哪些点处取得最小值.由第八节中的讨论可知，上 

述问题可以通过求方程组
jMa（a,6） =0，
\Mb（aM =0

的解来解决，即令
7^ = - 2^： [r,- - {at, + b）]^ = 0,

dM '
~db 2 2 [:Ti -（叫 +6） ] =0,

亦即

X 心i -（叫 +6） ] =0,

^ [rf - （ati +b） ] =0.

将括号内各项进行整理合并，并把未知数a和6分离出来，便得
7 7 7

i=0 i=0 i=0

7 7

a 工' +86 = y,..
1=0 *=0

下面通过列表来计算土 L 土 e，i :r,•及

（10-1）

h :Mi

0 0 27.0 0

1 1 26.8 26.8

2 4 26.5 53. 0

3 9 26. 3 78.9

4 16 26. 1 104. 4

5 25 25.7 128.5

6 36 25.3 151.8

7 49 24.8 173.6

I 28 140 208.5 717. 0

代入方程组（10-1），得到
140a +286 =717, 

28a+86 =208.5.
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第九章多元函数微分法及其应用

解此方程组，得到a = -0.303 6,6=27. 125.这样便得到所求经验公式为

y=f{t) = -0.303 6t+21. 125. (10 -2)

由(10-2)式算出的函数值/(~)与实测的：^有一定的偏差.现列表比较如下：

实测的
27.0 26. 26.5 26. 26. 1 25. 25. 24.8

算得的
/(f^/mn

27. 125 26. 821 26.518 26. 214 25.911 25.607 25. 303 25. 000

偏差 -0. 125 -0. 021 -0.018 0. 086 0. 189 0. 0. 0. 200

偏差的平方和M=0. 108 165,它的算术平方根/¥ = 0.329. #称为魅辱 

姜，它的大小在一定程度上反映了用经验公式来近似表达原来函数关系 

程度的好坏.
在例1中，按实验数据描出的图形接近于一条直线.在这种情形下，就可认 

为函数关系是线性函数类型的，从而问题可化为求解一个二元一次方程组，计算 

比较方便.还有一些实际问题，经验公式的类型不是线性函数，但可以设法把它 

化成线性函数的类型来讨论.举例说明于下：
例2在研究某单分子化学反应速度时，得到下列数据：

i i 2 3 4 5 6 7 8

Ti 3 6 9 12 15 18 21 24

r£ 57.6 41.9 31.0 22.7 16.6 12.2 8.9 6.5

其中t表示从实验开始算起的时间，:k表示时刻t反应物的量.试根据上述数据 

定出经验公式y=/(T).
解由化学反应速度的理论知道，y=/(T)应是指数函数= ，其中和 

m是待定常数.对这批数据，先来验证这个结论.为此，在y = 的两边取常用 

对数，得

记m • e即0. 434 3m=a,lg A = 6,则上式可写为

\gy = ar + b,

于是lg y就是t的线性函数.所以，把表中各对数据(n (i = 1，2,…，8)所对
应的点描在半对数坐标纸上(半对数坐标纸的横轴上各点处所标明的数字与普
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‘第十节最小二乘法

通的直角坐标纸相同，而纵轴上各点处所标明的数字是这样的，它的常用对数就 

是该点到原点的距离)，如图9 - 13所示.从图上看出，这些点的连线非常接近于 

一条直线，这说明7=/(7)确实可以认为是指数函数.

80
60

40

20

图9-13

下面来具体定出A:与m的值.由于
lg y = ar + 6,

所以可仿照例1中的讨论，通过求方程组

1 = 1 I = 1 1 = 1
s s

a ^ r； +86 = ^ lg yi
t=1

的解，把与办确定出来.
8 8 8 8

下面通过列表来计算2 T,_，X Z 及Z Ji'

(10-3)

T‘-
2

Ti ‘
lg J,- tig y,.

3 9 57. 6 1. 760 4 5.281 2

6 36 41.9 1.622 2 9. 733 2

9 81 31.0 1.491 4 13.422 6

12 144 22.7 1. 356 0 16.272 0

15 225 16.6 1.220 1 18.301 5

18 324 12.2 1.086 4 19.555 2
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第九章多元函数微分法及其应用

续表
Ti Ji k Yi Tflg 乂_

21 441 8.9 0. 949 4 19. 937 4

24 576 6.5 0. 812 9 19. 509 6

Z 108 1 836 10. 298 8 122.012 7

将它们代入方程组（10 -3）（其中取Zlgh = 10.3,7^7, =122），得
i = l iTl

rl 836a + 1086 =122, 

ll08a +86 = 10. 3.

解这方程组，得

所以

因此所求的经验公式为

r a = 0. 434 3m = -0.045，

\b =lg k = 1. 896 4,

m= -0. 103 6, A： =78. 78.

y =78. 78e'0 103 6T.

习题9-10

某种合金的含铅量百分比（％ ）为/>,其熔解温度（丈）为0，由实验测得P与0的数据
如下表：

p/% 36.9 46.7 63.7 77.8 84.0 87.5

e/v 181 197 235 270 283 292

试用最小一乘法建立G与p之间的经验公式6 = ap + b.
2.已知一组实验数据为“1，71），（6，:）.2），一，（\，；^）.现若假定经验公式是

j = ax2 + + c.

试按最小二乘法建立a、6、C应满足的三元一次方程组.

总习题九
1.在“充分”“必要”和“充分必要”三者中选择一个正确的填入下列空格内：
（1） yu，;r）在点U，y）可微分是/（ly）在该点连续的_ _ _ 条件./U,）'）在点U,r）连
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总习题九

续是/“，y)在该点可微分的_ _条件;
(2) 2=/(iy)在点U，y)的偏导数•^及#存在是/(iy)在该点可微分的_ _ 条

ox dy

件.z=/0，；r)在点U，)')可微分是函数在该点的偏导数■^及f存在的 _ _ 条件；
dx oy

(3) z^f(x,y)的偏导数^及#在点(by)存在且连续是/(〜:K)在该点可微分的
dx dy

_ _ _ 条件；
(4)函数2 ==/(\7)的两个二阶混合偏导数g及^在区域D内连续是这两个二阶混

合偏导数在D内相等的_ _ _ 条件，
2. 下题中给出了四个结论，从中选出一个正确的结论：
设函数/U，)')在点(0,0)的某邻域内有定义，且乂(0,0) =3,4(0,0) = - 1，则有 

( ).

(A) (kl(。,。)=3(k-d：r

(B) 曲面2=/(\7)在点(0,0，/(0,0))的一个法向量为(3，-1，1)

(C) 曲线{Z=/(A；’y)’在点(0,0，/(0,0))的一个切向量为(1，0,3)

lr = °

(D) 曲线 ’在点(0,0，/(0,0))的一个切向量为(3,0，1)
b =o

3. 求函数/Uj) 的定义域，并求lim代〜.
ln(l - a; -y ) (;e，y)—(士，0)

•4. i正明极限(上。,。)為不存在. 

5.设

/(^,r)=

求 AUa)及/yh，：K).

6.求下列函数的一阶和二阶偏导数
(1) z = ln(太 + /) ; (2) z=a:r.

xy

L0,

^+"0, 

xz +y2 =0.

7.求函数 

*8.设

-y1
当a： = 2 ,j = 1, = 0. 01, Ar = 0. 03时的全增量和全微分.

y、U: 2、V2, / ”2—0, 
f{x,y) = (^ +J )

l0, x2 ■{■y2 - 0.

证明:/(〜y)在点(0,0)处连续且偏导数存在，但不可微分•

9.设u =乂，而x = <p⑴，:k =少⑴都是可微函数，求
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10.设2=/（U，《，M；）具有连续偏导数，而

u=v~c, v=a, w=卜7］，
dz dz dz

11.设^^八^〜:^^二狀^其中/具有连续的二阶偏导数，*
dxdy

12. 设 a: = eucos t;，y = eusin t;，2 = uu.试求f ■和

13. 求螺旋线x=acos 0，y = asin 0，z = 60在点（a，0,0）处的切线及法平面方程.

14. 在曲面z = w上求一点，使这点处的法线垂直于平面^+37+2+9 =0,并写出这法线 

的方程.
15. 设 h = （cos 0，sin 0），求函数

f（x,y） =x2 -xy+y2
在点（1，1）沿方向/的方向导数，并分别确定角0，使这导数有（1）最大值，（2）最小值，（3）等 

于0.

16. 求函数u = ■y2 +z2在椭球面+合+含=i上点财“〜山⑷处沿外法线方向

的方向导数.

17. 求平面f= 1和柱面/+y2=l的交线上与xOy平面距离最短的点.

18. 在第一卦限内作椭球面t〗的切平面，使该切平面与三坐标面所围成的

四面体的体积最小.求这切平面的切点，并求此最小体积.
19. 某厂家生产的一种产品同时在两个市场销售，售价分别为R和/>2,销售量分别为9l 

和心，需求函数分别为
t = 24 - 0. 2；^，心=10 - 0. 05jo2，

总成本函数为
C =35 +40（% +g2）.

试问：厂家如何确定两个市场的售价，能使其获得的总利润最大，最大总利润为多少？
20. 设有一小山，取它的底面所在的平面为坐标面，其底部所占的闭区域为/）=

| （x,y） \x2 +j2 -^j^75|，小山的高度函数为 /i =f（x,y） =75 -x2 -y2 + xy.

（1） 设MU。,％） ei>，问/U，）'）在该点沿平面上什么方向的方向导数最大，若记此方向 

导数的最大值为g（x0 ,>-0），试写出g（x0，y。）的表达式；
（2） 现欲利用此小山开展攀岩活动，为此需要在山脚找一上山坡度最大的点作为攀岩的 

起点•也就是说，要在i）的边界线/ -巧.=75上找出（1）中的达到最大值的点.试 

确定攀岩起点的位置.
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第十章重积分

本章和下一章是多元函数积分学的内容.在一元函数积分学中我们知道，定 

积分是某种确定形式的和的极限.这种和的极限的概念推广到定义在区域、曲线 

及曲面上的多元函数的情形，便得到重积分、曲线积分及曲面积分的概念.本章 

将介绍重积分（包括二重积分和三重积分）的概念、计算方法以及它们的一些 

应用.

第一节二重积分的概念与性质

一、二重积分的概念

1.曲顶柱体的体积

设有一立体，它的底是面上的闭区域①,它的侧面是以的边界曲线 

为准线而母线平行于z轴的柱面，它的顶是曲面z =/（%,r），这里/U,y）多0且在 

上连续（图10-1）.这种立体叫做版项巷住.现在我们 

来讨论如何定义并计算上述曲顶k
我们知道，平顶柱体的高是不变的，它的体积可以 

用公式
体积=高＞＜底面积

来定义和计算.关于曲顶柱体，当点U，:r）在区域上 

变动时，髙度/（〜y）是个变量，因此它的体积不能直 

接用上式来定义和计算.但如果回忆起第五章中求曲 

边梯形面积的问题，就不难想到，那里所采用的解决办 

法，原则上可以用来解决目前的问题.
首先，用一组曲线网把d分成〃个小闭区域 

Ao•” Aor2,…，Aan.

z=f(x,y)

图 10 -1

①为简便起见，本章以后除特别说明者外，都假定平面闭区域和空间闭区域是有界的，且平面闭区 

域有有限面积，空间闭区域有有限体积-
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分别以这些小闭区域的边界曲线为准线，作母线平行于Z轴的柱面，这些柱面把 

原来的曲顶柱体分为n个细曲顶柱体.当这些小闭区域的直径①很小时，由于 

/（\：T）连续，对同一个小闭区域来说，/（%，7）变化很小，这时细曲顶柱体可近似 

看做平顶柱体.我们在每个（这个小闭区域的面 

积也记作△%）中任取一点（么，化），以/（么，77£）为高而 

底为的平顶柱体（图10 -2）的体积为 

/（f ,,77,） Act,. （Z = l，2,…，汀）.
这n个平顶柱体体积之和

n

i = l

可以认为是整个曲顶柱体体积的近似值.令/i个小闭 

区域的直径中的最大值（记作A）趋于零，取上述和的 

极限，所得的极限便自然地定义为所论曲顶柱体的体 

积F，即
n

^f(x,y)

(^Vi)X

图10-

2.平面薄片的质量

设有一平面薄片占有Wy面上的闭区域D，它在点处的面密度为 

>0且在/>上连续.现在要计算诙薄片的质量 

我们知道，如果薄片是均匀的，即面密度是常数，那么薄片的质量可以用公式
质量=面密度x面积

来计算.现在面密度是变量，薄片的质量就不能直接用上式来计算.但是 

上面用来处理曲顶柱体体积问题的方法完全适用于本问题.
由于^U，y）连续，把薄片分成许多小块后，只要小 

块所占的小闭区域的直径很小，这些小块就可以近 

似地看做均匀薄片.在上任取一点（&，&），则 

Act,. （£ = 1，2,…，ti）

可看做第j个小块的质量的近似值（图10-3）.通过 

求和、取极限，便得出

dvi)

图10

①一个闭区域的直径是指区域上任意两点间距离的最大者.
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第一节二重积分的概念与性质

上面两个问题的实际意义虽然不同，但所求量都归结为同一形式的和的极限. 

在物理、力学、几何和工程技术中，有许多物理量或几何量都可归结为这一形式的 

和的极限.因此我们要一般地研究这种和的极限，并抽象出下述二重积分的定义• 
定义设/（心:K）是有界闭区域i）上的有界函数.将闭区域任意分成n个 

小闭区域
Ao-!，Aor2，…,Acrn,

其中Ar表示第i个小闭区域，也表示它的面积.在每个Ar上任取一点
n

（&,%），作乘积/（&，化）= …，打），并作和Z 如果当各
i = l

小闭区域的直径中的最大值A—0时，这和的极限总存在，且与闭区域的分法 

及点（么，仏）的取法无关，那么称此极限为函数/（tr）在闭区域乃上的；霄积
盆，记作 j[/（x，:r）dc7■，即

D

n

|/（^,y）do* =lim^/（fI-,77i）Acrl.. U- 1）

其中/（x，y）叫做劈，/（戈，y） dcr叫做聲辑轰择式，dcr叫做x与y

n

叫做积分孪髯，叫做积分g埤，叫做积分和.

在二重积分的定义中对闭区域乃的划分是任意的，如果在直角坐标系中用 

平行于坐标轴的直线网来划分/＞，那么除了包含边界点的一些小闭区域外①，其 

余的小闭区域都是矩形闭区域.设矩形闭区域的边长为As和An,则 

Ao-f =△' • 因此在直角坐标系中，有时也把面积元素do*记作ckdy，而把二 

重积分记作
J/(^,r)dA：dy,

其中ckdy叫做直角坐标系中的面积元雾.
这里我们乃上连续时，（1 -1）式右端的和的极 

限必定存在，也就是说，函数/（iy）在D上的二重积分必定存在.我们总假定函 

数/（〜7）在闭区域D上连续，所以/U，y）在乃上的二重积分都是存在的，以后 

就不再每次加以说明了.
由二重积分的定义可知，曲顶柱体的体积是函数/（〜y）在底d上的二重

积分

①求和的极限时，这些小闭区域所对应的项的和的极限为零，因此这些小闭区域可以略去不计•
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D

平面薄片的质量是它的面密度AtU，:r)在薄片所占闭区域D上的二重积分
m = jj/z(x,y) dcr .

D ..

一般地，如果/U，)')30,被积函数/U，；K)可以解释曲顶柱体的顶在点 

U，y)处的竖坐标，所以二重积分的几何意义就是柱体的体积.如果是负 

的，柱体就在xOy面的下方，二重积分的绝对值仍等于柱体的体积，但二重积分 

的值是负的.如果/(a:,：k)在Z)的若干部分区域上是正的，而在其他的部分区域 

上是负的，那么，/(hy)在/>上的二重积分就等于面上方的柱体体积减去 

^>7面下方的柱体体积所得之差•

二、二重积分的性质

比较定积分与二重积分的定义可以想到，二重积分与定积分有类似的性质， 
现叙述于下•

.性质1设a与)8为常数，则
JJ [af(x,y) + j3g(x,y) ] dcr = a JJf(x ,y) dcr + J3 Jg(x ,y) dcr.

D D D

性质2如果闭区域Z)被有限条曲线分为有限个部分闭区域，那么在上 

的二重积分等于在各部分闭区域上的二重积分的和.
例如D分为两个闭区域仏与/)2，则

jjf(x,y)dcr = |/(^,r)dcr + Jf(x1x)do-.

D Dx d2

这个性质表示二重积分对于积分区域具有可
性质3如果在上，/(〜y) 面积，那么

cr = • dcr = JJ dcr .

o D

这性质的几何意义是很明显的，因为高为1的平顶柱体的体积在数值上就 

等于柱体的底面积.
性质4如果在Z)上，/(〜^:^以^:^:^那么有

jlg(x,y)do-.

特殊地，由于
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第一节二重积分的概念与性质

又有
|/(^,y)do- |\f{x,y) \da.

性质5设M和m分别是/U，y)在闭区域上的最大值和最小值，o■是D 

的面积，则有
J/(^,y)d(7- ^ Mcr .

D

上述不等式是对于二重积分估值的不等式.因为所以由性 

质4有
JmdcT■彡 J/(^,T)d(7- ^ jMdcr，

D D D

再应用性质1和性质3,便得此估值不等式.
性质6(二重积分的中值定理)设函数/(hy)在闭区域D上连续，o■是/> 

的面积，则在D上至少存在一点77)，使得
J/(^,r)dor = /(f ,7?)cr .

D

证显然.把性质5中不等式各除以o■，有 

m 彡丄 jy(A；，y)do■彡

这就是说，确定的数值+|/U，：K)do■是介于函数/U，y)的最大值财与最小值爪
D

之间的.根据在闭区域上连续函数的介值定理，在D上至少存在一点Ua)，使 

得函数在该点的值与这个确定的数值相等，即
do- m

D

上式两端各乘o■，就得所需要证明的公式.

习题 10 -1

1.设有一平面薄板(不计其厚度)占有面上的闭区域/>，薄板上分布有面密度为a 

/x(U)的电荷，且/^(^，30在D上连续，试用二重积分表达该薄板上的全部电荷仏
设 A = |(/ +r2)3do-，其中 A = | {x,y) \ -1 在Kl，-2^y^2\ ;X

Dl

I2 = J(x2 + y2)3do-，其中込=i (x,y) I0^x^l,0^y^2}.

2.
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试利用二重积分的几何意义说明A与/2之间的关系. 

3.利用二重积分定义证明：
(1) jdc =(7(其中 cr 为 Z)的面积)；(2) j^/U，y)dcr = A;|>(A；，y)dcr (其中 A;为常数)；

D D D

⑶ J/(^,y)do- = jjf(x,y)da- + J/(^,j)do-,

D Di D2

其中D UZ)2，仏、/)2为两个无公共内点的闭区域.

4-试确定积分区域/)，使二重积分J (1-2/-/)心办达到最大值.
D

5.根据二重积分的性质，比较下列积分的大小:

(1) +：02如与+y)3do■，其中积分区域D是由％轴、;^轴与直线x + y = 1所

围成；

(2) I'U+d^cW 与 j[U+y)3do■，其中积分区域 Z)是由圆周 U-2)2 + (y-l)2 =2所
D D

围成；
(3) |ln(^ +r)dtr与j[[lnU +；r)]2d0■，其中D是三角形闭区域，三顶点分别为(1，0)，

D D

0,1),(2,0)；

(4) Jln(x + ;r)dor 与 |'[ln(a： + y) ]2do■，其中 Z) = | (x,y) I 3^a;^5,0^y^l|.

o D

6.利用二重积分的性质估计下列积分的值：
(!) /= jfxy(x + r)do-，其中 Z) = {(；c,y) 10彡a；矣 1，0彡;1};

D

(2) /= J^in^sir^ydo■，其中 Z)= {(a：,y)IO彡;c彡tt，0彡:;

D

(3) Z^J^x+y + Odtr，其中 ,0^j^2}；

D

(4) /= |(x2 +4/ +9)如，其中乃={(1).)1工2+)'2彡4}.

第二节二重积分的计算法

按照二重积分的定义来计算二重积分，对少数特别简单的被积函数和积分 

区域来说是可行的，但对一般的函数和区域来说，这不是一种切实可行的方法. 

本节介绍一种计算二重积分的方法，这种方法是把二重积分化为两次单积分(即 

两次定积分)来计算.
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第二节二重积分的计算法

、利用直角坐标计算二重积分

下面用几何观点来讨论二重积分|/U，；T)da*的计算问题.在讨论中我们假 

定/0，y)彡0.

设积分区域可以用不等式
<Pi (x) (x) » a^x^b

来表示(图10-4)，其中函数％ U)、％。)在区间［a，6］上连续.
y=<Pi(x)

⑻

y=(p2(x)

y=<Pi(x)

图io -

按照二重积分的几何意义，二重积分|/(〜：r)da*的值等于以Z)为底，以曲
D ■

面为顶的曲顶柱体(图10 -5)的体积.下面我们应用第六章中计算 

“平行截面面积为已知的立体的体积”的方法来计算这个曲顶柱体的体积.
先计算截面面积.为此，在区间［«，6］

上任意取定一点％，作平行于yOz面的平 

面这平面截曲顶柱体所得的截面是 

一个以区间［% (%)，％(%)］为底、曲线 

z=/(%，y)为曲边的曲边梯形(图10-5中 

阴影部分)，所以这截面的面积为
-妒2(:0)

40。)
qUo)

/O0 ,y)dy.

^y=<p2{x)

图10 -
一般地，过区间［a，6］上任一点％且平行于 

:面的平面截曲顶柱体所得截面的面积为
尸2(*):

办)= f(x,y)dy.

于是，应用计算平行截面面积为已知的立体体积的方法，得曲顶柱体体积为
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V = \ 40)心=f [ [ 2 f(x,y)dy]
Ja Ja L J ^ (^) 」

d^.

这个体积也就是所求二重积分的值，从而有等式
.«p2(*)

jjf(x,y)da = ^ [厂(f(xyy)dy^ dx. (2-1)

上式右端的积分叫做先对y、后对％的二次积分.就是说，先把％看做常数， 
把/U，y)只看做7的函数，并对:K计算从97^7572(幻的定积分;然后把算得 

的结果(是％的函数)再对％计算在区间［a，6］上的定积分.这个先对:r、后对x 

的二次积分也常记作
rb 严2⑷

ck f(xfy)dy.
Ja J a>.(x)

dx f(x,y)dy, (2-1')

因此，等式(2-1)也写成

J f(xyy)da =
D ■ i '，

这就是把二重积分化为先对y、后对％的二次积分的公式.
在上述讨论中，我们假定/(h；r) >0,但实际上公式(2 -1)的成立并不受此 

条件限制.
类似地，如果积分区域Z)可以用不等式

«Ai(r) ^X^if/2(y) , c^y^d

来表示(图10-6)，其中函数也(:T)在区间［ cW］上连续，那么就有
|/(^,r)dcr = | [ J二)/(x,y)ck] dy. (2-2)

x=fi(y) 屮2(y)

10 -6

上式右端的积分叫做先对％、后对：r的二次积分，这个积分也常记作
r<A2(y)

^i(r)

f(x,y)Ax.

因此，等式(2-2)也写成
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第二节二重积分的计算法

（2-2，）
rr rd r^lh）\\f（x,y）d（T= dy f（x,y）dx,
^ Jc J ^l（v）

这就是把二重积分化为先对t后对y的二次积分的公式.
以后我们称图10-4所示的积分区域为尤型区域，图10 -6所示的积分区 

域为F型区域.应用公式（2 - 1）时，积分区域必须是X型区域，X型区域Z）的特 

点是:穿过/＞内部且平行于y轴的直线与Z）的边界相交不多于两点；而用公式 

（2-2）时，积分区域必须是F型区域，F型区域的特点是:穿过Z）内部且平行 

于$轴的直线与的边界相交不多于两点.如果积分区域D如图10 -7那样，既 

有一部分使穿过^内部且平行于y轴的直线与^的边界相交多于两点，又有一 

部分使穿过内部且平行于x轴的直线与的边界相交多于两点，那么既不 

是I型区域，又不是F型区域.对于这种情形，可以把i）分成几部分，使每个部 

分是Z型区域或是F型区域.例如，在图10 -7中，把D分成三部分，它们都是尤 

型区域，从而在这三部分上的二重积分都可应用公式（2 - 1）.各部分上的二重 

积分求得后，根据二重积分的性质2,它们的和就是在Z）上的二重积分.
如果积分区域D既是X型的，可用不等式cp^x） 表

示，又是F型的，可用不等式也（7）0＜少2（7），《：^3表示（图10-8），那么 

由公式（2-1'）及（2-2'）就得
广2(*)

如 f(x,y)dy
rd r^2(y)

dy f(x,y)dx.
Jc J tî i(r)

（2-3）

上式表明，这两个不同次序的二次积分相等，因为它们都等于同一个二重积分

o
图 10-7 图 10-8

将二重积分化为二次积分时，确定积分限是一个关键.积分限是根据积分区 

域D来确定的，先画岀积分区域D的图形.假如积分区域是Z型的，如图 

10-9所示，在区间［a，6］上任意取定一个X值，积分区域上以这个％值为横坐标
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的点在一段直线上，这段直线平行于:K轴，该线段上点的纵坐标从％ U）变到 

cp2M，这就是公式（2 - 1）中先把x看做常量而对 

:T积分时的下限和上限.因为上面的^值是在 

U，6］上任意取定的，所以再把x看做变量而对％
积分时，积分区间就是UJ］.
例1计算xyda，其中D是由直线:x =

欠=2及y = x所围成的闭区域. 图10 -9
解法一首先画出积分区域乃（图10-10）.D是X型的，D上的点的横坐标 

的变动范围是区间［1，2］.在区间［1，2］上任意取定一个％值，则/）上以这个％ 

值为横坐标的点在一段直线上，这段直线平行于:T轴，该线段上点的纵坐标从 

变到y =又利用公式（2 - 1）得

J xyda =上[上 dx =上卜•令j d%

/：（ 2 2
dx

4 2 2

[y-t]=

yp/D

O

AT- ' / x=2

O

图 10-10 图 10-11

解法二如图10-11，积分区域是F型的，Z）上的点的纵坐标的变动范 

围是区间［1，2］.在区间［1，2］上任意取定一个y值，则Z）上以这个;r值为纵坐 

标的点在一段直线上，这段直线平行于X轴，该线段上点的横坐标从-r=r变到 

^=2.于是，利用公式（2-2）得

I— =/1[/Vd,]dr = dj

例2计算 y /l + X2 - y2do■，其中Z）是由直线:r =.%、x = - 1和y = 1所围
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成的闭区域.
解画出积分区域z＞如图10 - 12所示.Z）既是X型的，又是r型的.若利用 

公式（2-1），得

y
-J\ +x2 -y2 dcr = J [ J y+x2 -y2 djj dx

=-f [ ( 1 + x2 - y2)T]ldx

(U3 - l)ck = (x3 - 1) ck
3 J-i ’ 3 Jo ’ 2

若利用公式（2 -2）（图10 - 13），就有
Jy yi + X2 - y1 dcr = J J ^/l + x2 - y^dx^ dy,

其中关于$的积分计算比较麻烦.所以这里用公式（2 -1）计算较为方便.

图 10-12 图 10-13

例3计算|^（^，其中/）是由抛物线72=^及直线7 =^- 所围成的闭

区域.
解画出积分区域如图10-14所示.D既是X型的，又是F型的.若利用 

公式（2-2）,则得

hda = UJ:—]办
D 7

=dr = -^1^7（7 + 2）2 - y5]dy

fm〆+2〆-专] 45
"8~
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若利用公式（2-1）来计算，则由于在区间［0，1］及［1，4］上表示& （幻的式子不 

同，所以要用经过交点（1，-1）且平行于:r轴的直线$ = 1把区域D分成A和 

A两部分（图10-15），其中

乃1 = I （^,j） I | ,
D2 = \ （x,y） \x -2^y^^［x ,1 }.

(4,2)

图 10-15

因此，根据二重积分的性质2,就有
J xydcr = J xydcr + ^ xyda 

d dio2

=I i\LxM^
由此可见，这里用公式（2 - 1）来计算需要化为两个二次积分.
上述几个例子说明，在化二重积分为二次积分时，为了计算简便，需要选择 

恰当的二次积分的次序.这时，既要考虑积分区域D的形状，又要考虑被积函数 

/（〜:r）的特性.
例4求两个底圆半径都等于/?的直交圆柱面所围成的立体的体积.
解设这两个圆柱面的方程分别为

x2 +y2 = R2 及 x2 +z2 = R2.

利用立体关于坐标平面的对称性，只要算出它在第一卦限部分（图10-16（a）） 
的体积匕，然后再乘8就行了•
所求立体在第一卦限部分可以看成是一个曲顶柱体，它的底为

D = | （xfy） 10彡y彡 ^/R2 -x2 ,0^x^R\， 
如图10 -16（b）所示•它的顶是柱面2= 于是，

K= J #
D

利用公式（2-1），得

dcr.
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⑻

Vt = J ^/R2 -x dcr = J J y/?2 -x djj dx

=I [ y/?2 -x2y]0 R2~^dx= jo (R2-x2)dx=j-R3> 

从而所求立体的体积为
V = SV1 =^i?3.

二、利用极坐标计算二重积分

有些二重积分，积分区域7)的边界曲线用极坐标方程来表示比较方便，且 

被积函数用极坐标变量p、0表达比较简单.这时，就可以考虑利用极坐标来计算
二重积分 J/(^,j)dcr.

D

按二重积分的定义
n

J/(xtr)dcr = Aa-t-,

D * = 1

下面我们来研究这个和的极限在极坐标系中的 

形式.
假定从极点0出发且穿过闭区域D内部的 

射线与的边界曲线相交不多于两点.我们用 

以极点为中心的一族同心圆=常数以及从极 

点出发的一族射线4 =常数，把D分成1个小0 

闭区域(图10-17).除了包含边界点的一些小

P^P&^Pi
P=Pi

图 10-17
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闭区域外，小闭区域的面积可计算如下：

Ao-£ =去“ + A/O2 • -士p卜 A0

Pi + (Pi + Api)

2
i^Pi + ApJAp； - Adi

2
Ap£ • AOi =p£ • Api • AOi,

其中P,表示相邻两圆弧的半径的平均值.在这小闭区域内取圆周p =Pi上的一 

点(i，D，该点的直角坐标设为(&，1)，则由直角坐标与极坐标之间的关系有 
ii =pIcos h =pisin di.于是

/(匕，义)Aov=!i^Z /(Picos h，Asin ^i)pi * APi * △沒i，

即
jj/(^,j)dcr = J/(pcos 0,psin 0)pdpd0.

D D

这里我们把点(P，0)看做是在同一平面上的点(hy)的极坐标表示，所以上 

式右端的积分区域仍然记作Z>.因为在直角坐标系中lf(x,y)da也常记作
D

|/U，y)ckdy，所以上式又可写成

%x,y)dxdy = J/(pcos 0，psin ^)pdpd0. (2-4)

这就是二重积分的变量从直角坐标变换为极坐标的变换公式，其中pdpdd就是 

辑坐_系中的面积元穿.
把二重积分中的变量从直角坐标变换为极坐标，只要 

把被积函数中的％与y分别换成pcos 6> 与psin 0，并把直角坐标系中的面积元素 

“dy换成极坐标系中的面积元素pdpda
极坐标系中的二重积分，同样可以化为二次积分来计算.
设积分区域D可以用不等式

(Pxid) ^p^：<p2(d) ,

来表示(图10-18)，其中函数％ (0)、％(幻在区间［a,抝上连续.

先在区间［a，/3］上任意取定一个0值.对应于这个0值，Z)上的点(图 

10-19中这些点在线段M上)的极径户从％⑼变到％(的.又0是在［o^］上 

任意取定的，所以(9的变化范围是区间［a，j8］.这样就可看出，极坐标系中的二 

重积分化为二次积分的公式为
|/(PC0S 6>，psin 6Opdpd0 =丄［广 /(pcos 6,psin d)pdp］dd. (2-5)
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⑻ (b)

图 10 -18

上式也写成
/(pcos ^,psin 6)pdpdd = J J /(pcos 0,psin 0)pdp. (2 — 5’)

如果积分区域D是图10 -20所示的曲边扇形，那么可以把它看做图10 - 18(a) 

中当tp^e) =0,<p2(e)=史((9)时的特例.这时闭区域D可以用不等式
0^p^(p(6) , 0L^d^J3

来表示，而公式(2-5')成为

JT f(pcosd1psin0)pdpd9 dd f(pcosd,psine)pdp.

图 10 -19 图 10-20

如果积分区域D如图10-21所示，极点在/>的内部，那么可以把它看做图 

10 -20中当a =0且々=2tt时的特例.这时闭区域Z)可以用不等式

0^p^(p(6) , 0^6>^27r

来表示，而公式(2-5Q成为

J^/(pcos 0，psin 0)pdpdd
D

-2tt

=J d叫 /(pcos 0，psin d)pdp.

由二重积分的性质3,闭区域D的面积o•可以表示为
a - \\ dcr.

P=<pi&)

图 10 -21
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在极坐标系中，面积元素dtr=PdPd0，上式成为

cr = J[ PdPd^
D

如果闭区域D如图10 -18(a)所示，那么由公式(2 -5^有

CT J PdPd<9 严2⑷
d0 pdp

特别地，如果闭区域/)如图10-20所示，那么^(6>) =0t<p2(0)=史((9).于是

(T = \fa
例5计算I'e—*2 —(kdy，其中2)是由圆心在原点、半径为a的圆周所围成

D

的闭区域.
解在极坐标系中，闭区域/)可表示为

0=^p^a, 0^(9^27r.
由公式(2 -4)及(2 -5)有

If = If e~p2j2pdPdo= jo [|o e-p2Pdpjde

= 7r( 1 - e'a2).

本题如果用直角坐标计算，因为积分Je-*2如不能用初等函数表示，所以算

不出来•现在我们利用上面的结果来计算工程上常用的反常积分f06 
设 °

Di = I (x,y) \x2 +y2^R2 fx^0 fy^0\ ,

D2 = f (x,y) \x2 +，'2彡2i?2,欠彡0,y彡0|，

S = I (x,y) lO^x^R^^y^R].

显然ACSCA (图10-22).由于e-〜2>0,从而在 

这些闭区域上的二重积分之间有不等式
-x2 - y2dxdy< | e-x2^2dxdy< J e^^dxdy. 图 10 -22

因为
d2

-- dxdy = j e ~x2dx -r2dr = (/o e X2dx) ^
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又应用上面已得的结果有
^e~x2~y2dxdy =子(1 _ e~R2)
Di

e^dxdy = f(l -e'2"),

d2

于是上面的不等式可写成
予（l-e-勹 <（J。’dx） <f（l -e-2R2）

令/?一► + 00，上式两端趋于同一极限1■，从而

例6求球体/ +y2 +22彡4a2被圆柱面X2 +/ =2ax （a >0）所截得的（含 

在圆柱面内的部分）立体的体积（图10-23）.

⑻

y —

p=2acos6

(b)

图 10

解由对称性，
V = 4『-/4a2 -^2 -/d^dy.

其中D为半圆周y= W似;及x轴所围成的闭区域.在极坐标系中，闭区域D 

可用不等式
0^p^2ocos 6,

来表示.于是
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rr _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ 广7 -2acos e _ _ _ _ _ _ _ _ _ _

^ = 4j| v4a2 - p2pdpdd = 4J ddl \(4a2 - p1 pdp

32= -^~a3 I (1 - sin30) d0

三、二重积分的换元法

上一目得到的二重积分的变量从直角坐标变换为极坐标的变换公式，是二 

重积分换元法的一种特殊情形.在那里，我们把平面上同一个点M，既用直角坐 

标0，＞0表示，又用极坐标（p，0）表示，它们间的关系为

(2-6)
{% =pcos 0， 

y =psin Q.

也就是说，由（2 - 6）式联系的点（^y）和点（p，0）看成是同一个平面上的同 

一个点，只是采用不同的坐标罢了.现在，我们采用另一种观点来加以解释. 

把（2 -6）式看成是从直角坐标平面p06»到直角坐标平面的一种变换，. 
即对于平面上的一点M；（p,0），通过变换（2 -6），变成xOy平面上的 

一点MUa）.在两个平面各自限定的某个范围内，这种变换还是一对一
的（即是一一映射）.下面就采用这种观点来讨论二重积分换元法的一般 

情形.
定理设/0，y）在平面上的闭区域Z）上连续，若变换 

T：x = x（u,v） ,y =y（u,v）

将平面上的闭区域W变为xOy平面上的/），且满足 

（1） x（u,v），:rU，2；）在/）'上具有一阶连续偏导数；

（2）在/）'上雅可比式

(2-7)

（3）变换/）是一对一的，

则有
jj/(x,y)dxdy= Jf[x(u，v)，x(u,v)] ij(ufv) I dudv.

(2-8)

公式（2 -8）称为；冀
证显然，在定理的假设下，（2-8）式两端的二重积分都存在.由于二重积 

分与积分区域的分法无关，我们用平行于坐标轴的直线网来分割JT，使得除去 

包含边界点的小闭区域外，其余的小闭区域都为边长是/^的正方形闭区域.任取
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一个这样得到的正方形闭区域，设其顶点为
i; + /i)，M'4(W，i; +/0,其面积为A〆=/12 (图10 -24(a) ).正方形闭区域 

经变换(2 -7)变成xOy平面上的一个曲边四边形财，，，*，它 

的四个顶点的坐标是
Ml:xl =x(u,v) ,yl =y(u,v)；

M2：x2 =x(u + hiv) ^xiu^v) + xu(u,v)h + o(h), 

j2 =y(u +h,v) = y(u,v) +yu(u,v)h +o(h)；

M3 ：x3 = x(u + h ,v + h) = x(ufv) + xu(u tv)h + xv(u ,v)h + o(h), 

y3 =y(u +h,v + h) =y(u,v) +yu(u,v)h + yv(u ,v)h + o(h)；

Ma :a;4 =x(ufv+h) =x(uyv) +xv(u,v)h +o(h), 

y4 =y(u,v +h) = y(u,v) +yv(u,v)h +o(h),

其面积为Act (图10-24(b)).可以证明，曲边四边形M1M2M3M4的面积与直边 

四边形竓沁鳩仏(四个顶点用直线相连)的面积当"—0时只相差髙阶无穷小. 

又由上面这些坐标表示式可知，若不计髙阶无穷小，则有
x2 -xl =x3 -x4,

无1=%-%2，74 - 7l = Js - Jl »

v+
mliM

(b)

图 10 -24

这表示，直边四边形的对边的长度可看做两两相等.因此，若不 

计高阶无穷小，曲边四边形M1M2M3M4可看做平行四边形，于是它的面积Ao•近 

似等于△岣m2m3的面积的两倍•根据解析几何，△岣M2M3的面积的两倍等于
行列式

x2 - X3 — ^2

.r2-yi r3 -r2

的绝对值，由于
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oc2 - x{ =xu{u,v)h + o{h) , x3 -x2 = xv(u，v)h + o[h)，

72 -Ji =Ju(u^)h +°(h) , r3 -r2=yv(u,v)h +o{h), 

因此上面的行列式与行列式
n \ n AT ( 1 # /•，、 /.，• <•« \

h2
xu(u，v)h xv(u，v)h Xu(uyv) 夂(w)
yu{u,v)h :yv(u，v)h Tu(uyv) yv(ufv)

只相差一个比/l2高阶的无穷小.于是
dix.y)

Act
d(u，v)

A(T, + o( Acr,) ( h—^0)

把/0，y) =Ax(ufv) .yiu.v)]的两端分别与上式两端相乘，得 

f(x,y)^(T

d(x,r)
--A^(u,v) ,y(ufv)]

d(u，v)
Ao-7 +f[x(u,v) ,y(u,v) ] - o(Acrr)

上式对一切小正方形闭区域取和并令h—Q求极限，由于上式右端第二项的和的 

极限为零，于是得公式(2-8).定理证毕.
这里我们指出，如果雅可比式/(、!；)只在ZT内个别点上，或一条曲线上为 

零，而在其他点上不为零，那么换元公式(2 -8)仍成立.
在变换为极坐Sx=pcos 6>，7=〆!！ 6> 的特殊情形下，雅可比式 

dx dx

dp 80 cos 6 -psin 0
dy dy_ sin 6 pcos d 户’

dp ~de

它仅在p =o处为零，故不论闭区域/>'是否含有极点，换元公式仍成立.即有 

J f(^，r)dxdy = ff /( pcos 09psin 0)pdpd09

D d1

这里D’是D在直角坐标平面〆^上的对应区域.在上一目内所证得的相同的公 

式中用的是D而不是ZT，当积分区域Z)用极坐标表示时，其形式就与上式右端 

的形式完全等同了.

例7计算其中i)是由$轴、轴和直线x+), =2所围成的闭
D

区域.
解 ^ u =r - x.v =-]

作变换
2 y

• mn ^ 以 1/ -r u+ 工，则 x=-y-，：r=-^—.

则Wy平面上的闭区域Z)和它在^仏；平面上的

对应区域ZT如图10 -25所示. 
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工+严2

图 10-25

雅可比式为

d(x，y)
d(u，v)

2 2 

丄丄
T Y

利用公式（2-8），得
1 r r —dudv = — J dv J ep duJ* e^dxdy = JJ" e~ -—

D D'

=—f (e-e_1) vdv = e - e ~1.
2 Jo

例8 求由直线 x+y = = c?，y = = 6尤(0<c<d,0<a<6)所围成

的闭区域/>(图10-26( a))的面积.

y=ax

⑻

D1

I I

(b)

解所求面积为

图 10 -26

dxdy.
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上述二重积分直接化为二次积分计算比较麻烦.现采用换元法.令w = % + y,
v = +，贝!I 丨=1 + 在这变换下，乃的边界 x+y = c，x+y = c?，y = aA；，y =

bx依次与u=cyu = d,v = a,v = bM^后者构成与Z)对应的闭区域的边界. 

于是
Dr = | (u,v) Ic^u^dfa^v^b},

如图10-26(b)所示•又雅可比式

T_d(x,y) i

d(u,v) (1 +v)
#0，(ufv) e Df.

从而所求面积为

Sdxdy = 17rf^dudv di;

(1 +v)2 Ja ( 1 + 2；) 2

(b - a) (d2 - c2)

2(1 +a)(l + b)'

udu

例9计算nji -佘-|rd*，其中i)为椭圆S+系=1所围成的闭区域. 

解作广义极坐标变换
{X = apcos 6,

J = bpsin 0,

其中a>0,6 >0,p^0,0^0^277.在这变换下，与Z)对应的闭区域为/)，= 

i (p，6>) 10彡p彡1,0彡61彡2it}，雅可比式

d(xfy)
abp.

d(p9e)

•/在z>'内仅当P=o处为零，故换元公式仍成立，从而有

~^2 ~ ~7d^dj = j|* »/l — p2 abpdpdd —夺7ra6.

习题10 - 2

i-计算下列二重积分：

⑴ J (欠2+72)如，其中1>=|(欠，7)||^：|彡1，|7|彡1};
D

(2) j 其中是由两坐标轴及直线1+7=2所围成的闭区域:
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(3) J (x3+3：K2y+；>’)da•，其中 J5 = | (W) 10彡;《彡1，0彡y彡 1 卜，

D

(4) |^03(^^)如,其中0是顶点分别为(0,0)，(77,0)和(^)的三角形闭区域.
D

2. 画出积分区域，并计算下列二重积分：

(1) J^v^dcr，其中Z)是由两条拋物线y=V^，：K=^2所围成的闭区域；
D

(2) |w2do•，其中Z)是由圆周/+/=4及y轴所围成的右半闭区域；
D

(3) JV+ydo•，其中 D= KhWIUI + lyl^u ;
D

(4) J (V+〆-^：)do■，其中Z>是由直线y = 2，y 及;r = 2x所围成的闭区域.
D

3. 如果二重积分|'/(h；r)fixdy的被积函数/(%，y)是两个函数/ih)及/2(;r)的乘积，即
D

f(x,y) =fl(x) • /2(;>.)，积分区域乃=丨(〜7) ^^«<6，^^在心，证明这个二重积分等于两 

个单积分的乘积，即
J/tU) -f2(y)dxdy = [ |yi(^)da;]- [ J/2(r)dj].
D

4. 化二重积分
I - ^f{x,y)Aa

D

为二次积分(分别列出对两个变量先后次序不同的两个二次积分)，其中积分区域D是：
(1) 由直线y = x及拋物线/=“所围成的闭区域；
(2) 由％轴及半圆周/ =r2 (y>0)所围成的闭区域；

(3) 由直线及双曲线y = | O>0)所围成的闭区域；

(4) 环形闭区域iU，；)')ll彡^+y2彡4丨.
5. 设/(x，y)在D上连续，其中D是由直线y=x、y = a及^=6 ( 6 > a)所围成的闭区域，

证明
J J f{x,y)Ay = dy f(x,y)dx. 

6.改换下列二次积分的积分次序：
(1) f:dy[f(x，y)dx; ⑵ ldr[2rf(x，y)dx;

-/1 -r2
(3)L^L/r/(Xfr)dx；
(5) f dxf f(x,y)dy；

2

(4) j d^J /(^,j)dy； 

(6) f dA：f J{x,y)^y.
Jo J-sin —

7.设平面薄片所占的闭区域D由直线x+y=2，y=x和^轴所围成，它的面密度
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=x2 +y2,求该薄片的质量.
8. 计算由四个平面％ =0，y =0，^ = 1，y = 1所围成的柱体被平面2 =0及2a;+3y+z =6截得 

的立体的体积•
9. 求由平面％=0，；K = 0j+y = l所围成的柱体被平面2=0及拋物面:t2 +y2 =6-2截得 

的立体的体积.
10. 求由曲面2 = / +2/及2=6-k2-/所围成的立体的体积•

11. 画出积分区域，把积分表示为极坐标形式的二次积分，其中积分区域
D

乃是：
(1) i 0，y) U2+〆矣a21 (a >0)；

⑵ 1 (x,y) \x2 +y2^2x \ ；

(3) { (x,y) I a2矣戈2 +y2^b2\，其中0 <a <6;

(4) { (a;,y) lO^j^l -A：,0sSa:^n.

12. 化下列二次积分为极坐标形式的二次积分：
(1) f ^ [ /(^，7)dy； (2) f <k /( y42 +y2)dy；

r1 /• '/1-*2 rl fx2

(3) l dx L x 八(4) J0 dxj^ f(x,y)dy. 

13.把下列积分化为极坐标形式，并计算积分值：
(2) f dx f ^/x + j2dy；

fa - •/lax~3^
cb f {x2 +y2 )dr；

{x2 +y1)d:⑶| d;c丄2 (怎2 +〆)_+办；

14.利用极坐标计算下列各题：

(1) JV2+72do•，其中Z)是由圆周/ =4所围成的闭区域；
D

(2) |ln(l +^2 +/)dcr，其中D是由圆周/ + / .= 1及坐标轴所围成的在第一象限内
D

的闭区域；
(3) Jarctan^do■，其中D是由圆周/ = 4,x2 + / = 1及直线:r = 0,y =欠所围成

n

的在第一象限内的闭区域.
15.选用适当的坐标计算下列各题：

(2) 

闭区域；

(!) J ■，其中是由直线X = 2,y = x及曲线
d y

ir ji - x2 - y2

|VrT?T7

xy i所围成的闭区域；

do•，其中z>是由圆周/ +y2 = i及坐标轴所围成的在第一象限内的

(3) J(x2 +r )dcr，其中 £)是由直线 y =无，7 = X + afy = a,y = 3a (a > 0)所围成的闭

n
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区域；

（4） J yV +〆dcr，其中D是圆环形闭区螺丨（》:，y）丨a2彡戈2 + y2彡62丨.
D

16.设平面薄片所占的闭区域由螺线/＞==20上一段弧（0矣0在与直线0 = f所围 

成，它的面密度为Mhy） =/+/•求这薄片的质量（图IO-27）.

‘和号

/a=arctanic

0 A
图 10-27

17. 求由平面:K=0，y = k （k＞0） ,z=0以及球心在原点、半径为/?的上半球面所围成的 

在第一卦限内的立体的体积（图10-28）.
18. 计算以Wy面上的圆周x2 +/ =似围成的闭区域为底，而以曲面z = / +〆为顶的 

曲顶柱体的体积.
*19.作适当的变换，计算下列二重积分：
（1） |（^ -r）2sin2（^ + y）ckdy，其中i）是平行四边形闭区域，它的四个顶点是（＜tt，0），

D

（2Tr，TT），（Tr，2TT）和（0,77）;

（2） Jp〆心dy，其中D是由两条双曲线町=1和町= 2，直线7 =欠和7 =4x所围成的
D

在第一象限内的闭区域；
（3） |e由ckdy，其中Z）是由;c轴、y轴和直线:c +y = 1所围成的闭区域；

(4) ，其"=｛（x，y） H+合（叶

20. 求由下列曲线所围成的闭区域0的面积：
（1） /＞是由曲线町=4,町= 8，町3 =5,町3 =15所围成的第一象限部分的闭区域；
（2） 是由曲线y=x3，y =4a:3 ,x = y3 ,x =4y3所围成的第一象限部分的闭区域.
21. 设闭区域/＞是由直线x + ;r = l，％=0，y=0所围成，求证

J" cos（欠 +.’）dxdy =-^-sin 1.
, D

22. 选取适当的变换，证明下列等式：
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第十章重积分

(1) |/(^+r)d^dr= j^/(u)du，其中闭区域 + lyl^l!;

D

(2) jj f( ax + by + c) dxdy = 2 J」\ - u2f{ u a2 + bz + c) dw,其中 Z) = { (x,y) \xz + y2

1}，且 a2 +62^0.

第三节三重积分

一、三重积分的概念

定积分及二重积分作为和的极限的概念，可以很自然地推广到三重积分. 

定义设/（mz）是空间有界闭区域上的有界函数.将12任意分成n个 

小闭区域

其中△义表示第f个小闭区域，也表示它的体积.在每个上任取一点
n

（hr），作乘积（f =1，2,…，;0,并作和Z 如果当
r' = l

各小闭区域直径中的最大值A—0时，这和的极限总存在，且与闭区域的分法及 

点（么，）的取法无关，那么称此极限为函数/（ty，d在闭区域上的三霄
费盆•记作%，yy） cb，即

(3-1)

其中/（〜y叫做璲嵆勇m，心叫做择努界累,/2叫做聲发二
在直角坐标系中，如果用平行于平面来划^除了包含的 

边界点的一些不规则小闭区域外，得到的小闭区域为长方体.设长方体小闭 

区域△巧的边长为AyAh与则^ = A^Ar.Az,.因此在直角坐标系中，有 

时也把体积元素如记作心办如，而把三重积分记作
|[/(^Ir^)^dy(k,

其中d^djck叫做真角Hf示赛中的体积元素.
当函数/U，y，2）在闭区域/2上连续时，（3 - 1）式右端的和的极限必定存 

在，也就是函数/（h：K，z）在闭区域上的三重积分必定存在.以后我们总假定 

函数/U，y，d在闭区域/2上是连续的.三重积分的性质与第一节中所叙述的二
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重积分的性质类似，这里不再重复了.
如果/(^；，y，z)表示某物体在点处的密度，是该物体所占有的空间

n

闭E搏，/0,；r,>2r)在上连续，那么X &vi是该物体的质量肌的近
i = 1

似值，这个和当A->0时的极限就是该物体的质量m，所以
肌=|[/U，y，2)d&

n

二、三重积分的计算

计算三重积分的基本方法是将三重积分化为三次I只分来计算.下面按 

利用不同的坐标来分别讨论将三重积分化为三次法，且只限于叙 

述方法.

i.利用直角坐标计算三重积分

假设平行于z轴且穿过闭区域内部的直线与闭区域/2的边界曲面*5相交不 

多于两点.把闭区域O投影到xOy面上，得一平面闭 

区域2^ (图10 -_29).以的边界为准线作母 

线平行于z轴的柱面.这柱面与曲面S的交线从S 

中分出的上、下两部分，它们的方程分别为 

Sr.z=zl(x,y),

S1：z = z1{x,y),

其中与hb，y)都是心上的连续函数，且 

{x,y) ^z2 (xfy).H 内任一点(％，：K)作平行 

于z轴的直线，这直线通过曲面&穿人内，然 

后通过曲面心穿出外，穿人点与穿出点的竖坐 

标分别为〜U，;r)与4(u).
在这种情形下，积分区域可表示为

O = | (x.y^z) Iz, (x^y) ^z^z2(x,y) y(x,y) e Dxy [.

先将ty看做定值，将/U，yy)只看做z的函数，在区间 

上对z积分.积分的结果是ty的函数，记为FU，y)，即
^2(*.r)

F(x,y) = f(x,yfz)dz.
J z,(x,y)

\z=z2(x,y)

■=Zi(x,y)

然后计算FU，y)在闭区域上的二重积分
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第十章重积分

jfF(x>y)dcr = J[广 ^ f(x ,y ,z) ^z\ ^
〜 ir J:1(*，y)

假如闭区域
Dsy = I (^,r) Iji(^) ^y^y2{x) ,a^x^b\ , 

把这个二重积分化为二次积分，于是得到三重积分的计算公式
J[/(ty,2)cU；=丄

广 y2(*) ^2(x,y)

ck dy f(x,y,z)dz.
J n(*) Jzi(x,y)

(3-2)

公式(3 -2)把三重积分化为先对z、次对y、最后对x的写_分.
如果平行于％轴或：T轴且穿过闭区域/2内部的直边界曲面S相交 

不多于两点，也可把闭区域/2投影到〆^面上或面上，这样便可把三重积分 

化为按其他顺序的三次积分.如果平行于坐标轴且穿过闭区域/2内部的直线与  

边界曲面S的交点多于两个，也可像处理二重积分那样，把/2分成若干部分，使 

/2上的三重积分化为各部分闭区域上的三重积分的和.

例1计算三重积分|[^心办心，其中/2为三个坐标面及平面a;+2：k+2 = 1

所围成的闭区域. ^
解作闭区域/2如图10-30所示.
将/2投影到xOy面上，得投影区域为三角形闭 

区域OAB.直线04、05及E的方程依次为r=0^=0 

及尤+2：^ = 1,所以

D. | (xfx) }.

在Z>xy内任取一点(^y),过此点作平行于z轴的 

直线，该直线通过平面z =0穿入/2内，然后通过平面z = 

1 —X 一2y穿出外.
于是，由公式(3-2)得

广 1 -x-2y

,€(0,0,1)

A(1A0)

图10-

xdz

xdx I (1 -x - 2y) dy

=去1。(x-2x2+x3)dx=去.
有时，我们计算一个三重积分也可以化为先计算一个二重积分、再计算一个 

定积分，即有下述计算公式.
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设空间闭区域
0 = | (x,yfz) I (x,y) ,

其中化是竖坐标为z的平面截闭区域所得到的一 

个平面闭区域(图10-31)，则有
|[/(^,r,2)di; = J dz ^f(x,y,z)^xAy. (3-3)

c2

:：s
Dz

例2计算三重积分 

z2

/ckdyck，其中是由椭

球面云令 1所围成的空间闭区域. 

解空间闭区域/2可表示为

图 10-31

一<^{x,y,z)

如图10 -32所示.由公式(3 -3)得 

jjj" z2 dxdydz = J z2 dz J da;dj

Trab J 11 — —= ^irabc3.
c2 15

图 10 -32

2.利用柱面坐标计算三重积分

设Mh jy)为空间内一点，并设点M在面上的投影户的极坐标为/?， 
0，则这样的三个数p，0，z就叫做点M的鞋里坐持(图10-33)，这里规定/Q、e、z 
的变化范围为™

O ^p < + 00，

O^0^27r,

- 00 <Z < + 00 .

三组坐标面分别为
P=常数，即以2轴为轴的圆柱面；
0 =常数，即过Z轴的半平面； 
z =常数，即与^>：r面平行的平面.
显然，点M的直角坐标与柱面坐标的关系为

(x =pcos 9, 

y =/5sin 0，

M(x,y,z)

p(p，o)

图io-

(3-4)
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d内

0-5)

现在要把三重积分r，ddt；中的变量变换 
n

为柱面坐标.为此，用三组坐标面/9 =常数=常数，
2 =常数把/2分成许多小闭区域，除了含/3的边界点 

的一些不规则小闭区域外，这种小闭区域都是柱体.
今考虑由P，6> 和z各取得微小增量dP，d0和dz所成 

的柱体的体积(图10-34).这个体积等于高与底面 

积的乘积.现在高为ck、底面积在不计高阶无穷小时 

为(即极坐标系中的面积元素)，于是得 图10-34
dv =pdpd^dz,

这就是SM坐标系中的体积元素.再注意到关系式(3 -4)，就有
j|/(^,y,z)d^dyd2= J" F(p,(9,z)pdpd0dz, 

n n
其中F(p，e，z) =/(pcos 0,psin 6yz). (3 -5)式就是把三重积分的变量从直角坐 

标变换为柱面坐标的公式•至于变量变换为柱面坐标后的三重积分的计算，则可 

化为三次积分来进行.化为三次积分时，积分限是根据p，0和z在积分区域/2中 

的变化范围来确定的，下面通过例子来说明.
例3利用柱面坐标计算三重积分|[ zckdyck，其中是由曲面2 =/ +/与

n
平面2 =4所围成的闭区域.
.解把闭区域投影到面上，得半径为2的圆形闭区域 

Dxy = | (p,0) I0^p^2,0^(9^27r(.
在/^内任取一点(p，0)，过此点作平行于z轴的直线，此直线通过曲面z = 

V +y2穿人/2内，然后通过平面z=4穿出外.因此闭区域可用不等式

p2^z^4i 0^p^2, 0^6^2it

来表示.于是
rd^dydz = zpdpdddz = J d0 J pdp zdz

d0 p( 16 -p4)dp =去• 2tt^ 8p2 --^-p6j 64

*3.利用球面坐标计算三重积分

设为空间内一点，则点M也可用这样三个有次序的数r，p和0来 

确定，其中r为原点0与点M间的距离#为有向线段万益与2轴正向所夹的角， 
0为从正z轴来看自X轴按逆时针方向转到有向线段茄的角，这里P为点M在
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图 10 -35

女6^面上的投影(图10 -35).这样的三个数和0叫做点M的_錢，这
里/•，屮和0的变化范围为

O^r < +oo ,

0彡彡77，

0彡汐彡277.
三组坐标面分别为

常数，即以原点为心的球面；
9=常数，即以原点为顶点4轴为轴的圆锥面；
0 =常数，即过z轴的半平面•
设点M在面上的投影为P，点P在％轴上 

的投影为A则04 =7，/^=^.又
OP = rsin (p, z = rcos q).

因此，点M的直角坐标与球面坐标的关系为
{X = OPcos 6 = rsin (pcos d， 

y = OPsin 6 = rsin 妒sin 0， 

z = rcos (p.

为了把三重积分中的变量从直角坐标变换为球 

面坐标，用三组坐标面r =常数# =常数，0 =常数 

把积分区域D分成许多小闭区域.考虑由r，<；P和0 

各取得微小增量d7*，dp和d(9所成的六面体的体积 

(图10 -36).不计高阶无穷小，可把这个六面体看 

做长方体，其经线方向的长为rdp，纬线方向的宽为 

rsin^d^，向径方向的高为dr，于是得 

Av = r2sin^ drd^d0,

这就是曼面坐标系中的体积示實.再注意到关系式 

(3-6)，就有

Jj" f{x,y,z)dxAyAz = F(r，<p，沒)r2sin<pdrdtpd0， (3-7)

n n
其中 F(r，(p ’0) =/( rsin pcos 0,rsin <psin 6, rcos ^>).(3 -7)式就是把三重积分的 

变量从直角坐标变换为球面坐标的公式•
要计算变量变换为球面坐标后的三重积分，可把它化为对r、对P及对61的

三次积分. 一
若积分区域/2的边界曲面是一个包围原点在内的闭曲面，其球面坐标方程 

为 r = r(p，0)，贝!1

d6

d6

图 10-36

(3-6)

rsin (pd6

165

john
新建图章



第十章重积分

F(r f(p ,d) r2 sin (p drd(pd6

=J0 J0 d<P l Hr，屮，0), sin q> dr.

当积分区域为球面r = a所围成时，则
y.2TT -TT -a

/ = Jo d0 I d<p I F(r,^),0)r2sin <p dr.

特别地，当=1时，由上式即得球的体积 

V= j。d01。sin <pd<p j。r2dr =2tt m 2 • =-^-Tra3,

这是我们所熟知的结果.
例4求半径为a的球面与半顶角为a的内接锥 

面所围成的立体(图10 -37)的体积.
解设球面通过原点 <9,球心在2轴上，又内接锥 

面的顶点在原点h其轴与z轴重合，则球面方程为/•= 

a•因为立体所占有的空间闭区域可用不等式 

0彡r彡2acos<p，

来表示，所以
f2 r2^ ra r2acos tp

r sin q> drd^d0 = d0 d<p r2 sin 史dr

n °

^fjsin ^ rS\2dr =^f cos^sin ^

图 10-37

2acos p，锥面方程为<jp

V

4Tra3
(1 - cos4a).

习题10-3

1. 化三重积分/= |[/(^'，2)(^办(12：为三次积分，其中积分区域分别是
n

(1) 由双曲抛物面町=z及平面x+y-l =0,2=0所围成的闭区域；
(2) 由曲面及平面Z = 1所围成的闭区域；
(3) 由曲面z=x2+2：>2及z = 2-A：2所围成的闭区域；

(4) 由曲面cz=xy (c>0)，~+合=1，_2=0所围成的在第一卦限内的闭区域.
a 0

2. 设有一物体，占有空间闭区域/2 = l(u.，2) 10<1<1，0在7在1，0矣2矣1丨，在点
U，y，z)处的密度为p(x,y,z) + ：K +z,计算该物体的质量.

3. 如果三重积分JjVXhhOtkdydz的被积函数/(%，7,2)是三个函数/；(>)/2(7) J3(2)
n
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的乘积，即 f(x,y,z) 积分区域{ (x,y,z) \a^x^b ,c^y^d ,

证明这个三重积分等于三个单积分的乘积，即
JJVi W/2(：K)/3⑴ dxdydz =丄 fx{x)Ax | /2(r)dy | /3⑴ dz.

a

计算J| w^drcdydz,其中/2是由曲面2=砂与平面:T =〜欠=1和z = 0所围成的闭4.

区域.

>.计算 (If——_^其中/2为平面x=0，；K = 0,2 = 0，x + y+ z = 1所围成的四 
JU) (1+x+y + z)

面体.
6. 计算|[町ztkdydz，其中/2为球面/ + J +/ =1及三个坐标面所围成的在第一卦限

(I

内的闭区域.
7. 计算|J^(kdydz，其中打是由平面z=0，z=：r，y = l以及拋物柱面:K=/所围成的闭

n

区域.
8. 计算|[ zdxdydz，其中/2是由锥面2=+/与平面z =九(hOJ〉。)所围成的

a

闭区域.
9. 利用柱面坐标计算下列三重积分：

(1) 见zdi;，其中/2是由曲面z = ^/2 -X2 -/及2 = ^：2 +y2所围成的闭区域;
a

(2) | (^2 +：K2)di；，其中/2是由曲面/ +y2 =2z及平面z = 2所围成的闭区域.
a

•10.利用球面坐标计算下列三重积分：

(1) Jl (V+〆+z2)dj；，其中/2是由球面/+/+/=1所围成的闭区域；
O

(2) l^dt;，其中闭区域/2由不等式/ +/ +(2-a)2彡a2，/ +/彡/所确定.

11. ^用适当的坐标计算下列三重积分：

(1) JJ'icydt;，其中/2为柱面/ +/ =1及平面2 = 1，2=0，》:=0,7 = 0所围成的在第一卦限
n

内的闭区域；

• (2)夏^x2 +/ +/dt;，其中是由球面/ +/ +z2 =2所围成的闭区域；
n

(3) |[ (x2 +/)如，其中/3是由曲面4；：2=25(/ +/)及平面z=5所围成的闸区域；
/2

* (4) I' (x2 +/)dt;，其中闭区域/2由不等式0<a 彡 yX2 +y2 +22^A,2^0fJrmM-

12. 用三重积分计算下列由曲面所围成的立体的体积：
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(1) z=6 - x2 -y2 z - <■/x2 + y2 ；
* (2) x2 +y2 +z2 - 2az ( a > 0)及 x2 + y2 = z2 (含有 z 轴的部分)； 

(3) z= yx2 +y2及 z = x2 + j2 ；

（4） z = y/5 -x2 -y2R x2 +y2 = 4z.

*13.求球体r^a位于锥面＜p=+和＜p=4-^之间的部分的体积.
3 j

14.求上、下分别为球面％2+/+z2 =2和抛物面2 = /+72所围立体的体积.
”5.球心在原点、半径为i?的球，在其上任意一点的密度的大小与这点到球心的距离成 

正比，求这球的质量.

第四节重积分的应用

由前面的讨论可知，曲顶柱体的体积、平面薄片的质量可用二重积分计算， 
空间物体的质量可用三重积分计算.本节中我们将把定积分应用中的元素法推 

广到重积分的应用中，利用重积分的元素法来讨论重积分在几何、物理上的一些 

其他应用.

一、曲面的面积

设曲面S由方程
z=f（x,y）

给出，为曲面 ＜5在％^面上的投影区域，函数/0，y）在上具有连续偏导数 

乂（x，y）和/yU，y）.要计算曲面S的面积A
在闭区域Z）上任取一直径很小的闭区域do* （这小闭区域的面积也记作 

da*）.在dcr上取一点PCty），曲面上对应地 

有一点1（1，7/（\）'）），点似在^07面上的投影即 

点P.点M处曲面S的切平面设为T7 （图10-38）.

以小闭区域dcr的边界为准线作母线平行于2轴的 

柱面，这柱面在曲面S上截下一小片曲面，在切平 

面r上截下一小片平面由于do*的直径很小，切平 

面尸上的那一小片平面的面积d4可以近似代替相 

应的那小片曲面的面积.设点M处曲面上的法线 

（指向朝上）与z轴所成的角为7,则 图10-38
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cL4 =上①.
cos y

因为

所以

cos y
V1 +/!(^»r) +/y(^»r)

dA = yi +f2x（x,y） +f）｛x,y）da.

这就是以它为被积表达式在闭区域刀上积分，得 

A = ^ 71 +fl（xiy） +f2y（xfy）da.
D

上式也可写成
dz' (g)d*

这就是计算曲面面积的公式'
设曲面的方程为（:r，d或:K = /1（2，幻，可分别把曲面投影到yOz面上 

（投影区域记作Z>y2）或^^面上（投影区域记作，类似地可得

①设两平面il,、/12的夹角为0 （取锐角），上的闭区域在订2上的投影E域为A），则乃的面 

积4与Z）。的面积cr之间有下列关系：

A " cos e

事实上，先假定D是矩形闭区域，且其一边平行于平面77^772的交线/，边长为a，另一边长为6 （图 

10-39），则％也是矩形闭区域，且边长分别为a及6COs 从而

afccos 9 = /4cos 6,

即

A =■
e

在一般情况，可把0分成上述类型的饥个小矩形闭区域 

（不计含边界点的不规则部分），则小矩形闭区域的面积心

及其投影区域的面积A之间符合U = 1，2,…，

。 cos Q

者趋于零，取极限便得a =

），从而 二 使各小闭区域的直径中的最大 

a
cos 6

9 bcos6

图 10 - 39
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第十章重积分

(I) dx^

dz,
dydz,

或

(SH2) dzdx.

例1求半径为a的球的表面积.
解取上半球面方程为z= ya2 -y2，则它在xOy面上的投影区域Z)=

| (x,y) \x2 +y2^a2\.

由 dz

dx
-x dz

a/o2 - x - y2 ^ ^a2 - x2 - y1
，得

a +(a ya2 - x2 - y2

因为这函数在闭区域D上无界，我们不能直接应用曲面面积公式.所以先取区 

域A =丨(oc,y) l^2 +y2^62} (0 < 6 < a)为积分区域，算出相应于上的球面面 

积岑后，令6—a取心的极限①就得半球面的面积.

Dl y a1 - x
:dxdy，

利用极坐标，得

vv
^?dpd0 = a d0

PdP

= 2iTa

P

pdp

V a2

= 2Tra( a - ya2 - b2).

于是
lim Al = lim 2Tra(a - ^a -b2) =2Tra2.
b—>o b—>a

这就是半个球面的面积，因此整个球面的面积为
A =47T<22.

例2设有一颗地球同步轨道通信卫星，距地面的高度为/^ =36 000 km,运 

行的角速度与地球自转的角速度相同.试计算该通信卫星的覆盖面积与地球表 

面积的比值(地球半径i? = 6 400 km).
解取地心为坐标原点，地心到通信卫星中心的连线为z轴，建立坐标系，

①这极限就是函数-
A2 -x2 -y2

在闭区域Z?上的所谓反常二重积分.
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第四节重积分的应用

如图10-40所示.

通信卫星覆盖的曲面2是上半球面被半顶角为 

a的圆锥面所截得的部分.三的方程为
z = -/i?2 - % - y2, X2 + y2 ^R1 sm a. 

于是通信卫星的覆盖面积为
dz\

dx. IS卜
R

a/R2 - % - y
dxdy.

其中是曲面I：在面上的投影区域， 
Dxy = | {x,y) \x2 +y2 ^/22sin2a|.

利用极坐标，得
a R D

v4 de

由于cos
R

R + h

2irR2 (1 - cos a). 

，代入上式得

zpdp = 2ttR

A =2ttR7

P

R

图 10 -40

-dP

= 2ttR'
、R+h) ~ R+h.

由此得这颗通信卫星的覆盖面积与地球表面积之比为
_A_=——^——=- - 36 * 1?-——j^42.5%.
4ttR2 2(R+h) 2(36+6.4) • 103

由以上结果可知，卫星覆盖了全球三分之一以上的面积，故使用三颗相隔 

角度的通信卫星就可以覆盖几乎地球全部表面.

*利用曲面的参数方程求曲面的面积 

若曲面S由参数方程
■X =x(u,v),

y = y(u,v) , (u,v) g D

• z=:(以，v)

给出，其中D是一个平面有界闭区域，又,y(u,v)，z(a,i；)在Z)上具有连

续的一阶偏导数，且 、
d(x，y) d(y,z) d(z，x) 
d(u，v) ’ d(u，v) ’ d(u，v)
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不全为零，则曲面S的面积

其中

A = ^EG-F2dudv,

E=xl +rl +4,
F=xuXv+yuyv +^v,

G = x2v +yt +<•

下面我们对例2用球面的参数方程按上述公式来进行计算. 

万的参数方程为
{X = Rsin tp cos 6, 

y=Rsin (p sin (9, (<p,6>) e

z = R cos <p,

这里I (史，0) 10彡屮彡a，0彡由于_ F2 =/?2 sin史，于是

A = JJ ^EG-F2d(pdd
D<pe

—jj R2sin <pd(pd0 = R2 J dff J sin^p d^>.

Dp0

= 2ttR2 (1 一 cos a) = 2ttR:
R+h

二、质心

先讨论平面薄片的质心.
设在Wy平面上有n个质点，它们分别位于点(, y, ) , (x2,y2)y •• 
处，质量分别为由力学知道，该质点系的质心的坐标为

5
E mixi X miyi

其中M=又％为该质点系的总质量，
i = I

n n

Mr= X miXi^ ¥^= E
1 = 1 i = 1

分别为该质点系对:K轴和$轴的 
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第四节重积分的应用

设有一平面薄片，占有面上的闭区域/＞，在点U，y）处的面密度为 

^{x,y），假定A（x，：r）在上连续.现在要找该薄片的质心的坐标.
在闭区域D上任取一直径很小的闭区域do* （这小闭区域的面积也记作 

是这小闭区域上的一个点.因为do*的直径很小，且/x（〜y）在D上连 

续，所以薄片中相应于的部分的质量近似等于/U〜：T）dtr，这部分质量可近 

似看做集中在点（％，7）上，于是可写出静矩元素ciMyS ciM,:
dMr =x^（x,y） da, dMx = y/mix ,y） da.

以这些元素为被积表达式，在闭区域D上积分，便得
My. = JJ x/z（x,y）d（r, Mx = J JiJi{x ,y） da.

D D

又由第一节知道，薄片的质量为
M = J jJb{x,y） dcr.

D

所以，薄片的质心的坐标为
JjM（尤，:K）dorjjx/ji(x9y) dcr

Jj^（x,r）dar M pi（x,y）dcr
D D

如果薄片是均匀的，即面密度为常量，那么上式中可把A提到积分记号外面 

并从分子、分母中约去，这样便得均匀薄片的质心的坐标为
X =~^ S ，厂士 J ， （4 - 1）

D D

其中A = Jl do•为闭区域D的面积.这时薄片的质心完全由闭区域D的形状所
D

决定.我们把均匀平面薄片的质心叫做这平面薄片所占的平面图形的^：.因 

此，平面图形的形心的坐标，就可用公式（4-1）计算.\
例3 求位于两圆p = 2sin 0和p = 4sin 6之间 

的均匀薄片的质心（图10-41）.
解因为闭区域D对称于y轴，所以质心 

C（i，i）必位于y轴上，于是％ =0.
再按公式

r = y |yd^
D

计算7由于闭区域D位于半径为1与半径为2的 

两圆之间，所以它的面积等于这两个圆的面积之
图 10-41
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第十章重积分

差，即4 =377.再利用极坐标计算积分

jj" yda = J p2sin 0dpd0 = ^ sin OdO ^ p2dp

d d S1

f sin40d0 =7tt.
3 Jo

因此:r ■，所求质心是c|o,-|-J.

类似地，占有空间有界闭区域/2、在点(mz)处的密度为(假定 

p(x，y，z)在上连续)的物体的质心坐标是

文=¥§xp(x^r^dv^ 卜去|[rp(^,r^)d^, ~z=^J*zp(x,y,z)dv；

其中 M = jjj"p(x,y,z) dv.

•例4求均勻半球体的质心.
解取半球体的对称轴为2轴，原点取在球心上，又设球半径为a,则半球体 

所占空间闭区域
O = I (x.y.z) \x2 +yz +z2 ^a2 ,z^0|.

显然，质心在么轴上，故；=;：=0.

V
zdv

其中F = 为半球体的体积.

zdv
之 厂y a

rcos (p • r sin ^drd^pd^ = J 6.6 J cos psin (p^up J r3dr

TT

^ 『sm2 a
M 丁L 4 4

因此，2 =ya，质心为(0,0，ya).

三、转动惯量

先讨论平面薄片的转动惯量.
设在平面上有〃个质点，它们分别位于点

(» Jl ) > (x2 >J2 ) » ■** » (xn fYn)

处，质量分别为ml,m2，-,mn.由力学知道，该质点系对于：*:轴以及对于:r轴的
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第四节重积分的应用

转动惯量依次为

L = fy = X x2imi-
i = 1 t = 1 .

设有一薄片，占有面上的闭区域/)，在点(〜y)处的面密度为mUj)， 
假定a(u)在^上连续.现在要求该薄片对于％轴的转动惯量4以及对于:r轴 

的转动惯量/y.
应用元素法.在闭区域D上任取一直径很小的闭区域dtr (这小闭区域的面 

积也记作d(7)，u，y)是这小闭区域上的一个点.因为dcr的直径很小，且从(、7) 

在D上连续，所以薄片中相应于dcr部分的质量近似等于■，这部分质 

量可近似看做集中在点b，:r)上，于是可写出薄片对于X轴以及对于y轴的转动 

惯量元素
dlx =y2^{x,y)da, d/y -x2fjL(x,y)d(T.

以这些元素为被积表达式，在闭区域D上积分，便得
4 = JVm(无，y)dcr，7r = J^2At(^,r)do-.

.D D

例s求半径为a的均匀半圆薄片(面密度为 

常量/I)对于其直径边的转动惯量.
解取坐标系如图10-42所示，则薄片所占闭

区域
D = j (x,y) \x2 + y2 ^a2,y^01 

而所求转动惯量即半圆薄片对于％轴的转动惯量人.

图 10-42

L
/V* /* 甘 /*adcr =/a JJ p3sin20dpd0 =/^ J [ p3sin20dp

D

1 - rr 1 9-Ma\0d0
2 4

其中M 为半圆薄片的质量.
类似地，占有空间有界闭区域/2、在点0，；r，z)处的密度为(假定 

PU，：r，z)在上连续)的物体对于ty和z轴的转动惯量为
h 二 |[ (/+/)pOu)如， 

n
Iy = |[ (/ +x2)p{xiY,z)dv, 

n

iz = Ul (^2 + j2)p(^,r^)dv.
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第十章重积分

^■例6求密度为P的均匀球对于过球心的一条轴/的转动惯量.
解取球心为坐标原点#轴与轴/重合，又设球的半径为a，则球所占空间 

闭区域
{} = | (x ,y ,z) \x2 +y2 +2r2 ^a2 |.

所求转动惯量即球对于z轴的转动惯量为

(=|[ O2 +y2)p^v 

n

=P JJ ( r2sin2^cos20 + r2 sin2 ip sin2 0) r2sin ^drd^>d0 

n

jjj ^4sin3(pdrd(pd0 = p J d0 J sin3^d^? J r4dr 

n

=p • 2tt •— linVd^P =y7T05p - y =ya2M

其中M=+mx3p为球的质量•

四、引力

下面讨论空间一物体对于物体外一点，％)处单位质量的质点的引 

力问题.
设物体占有空间有界闭区域/2，它在点(^；，：^，《0处的密度为/0<>，7,2)， 

并假定P(ty，z)在上连续.在物体内任取一直径很小的闭区域di；(这 

闭区域的体积也记作心)，(、，y，*0为这一小块中的一点.把这一小块物体 

的质量pc^近似地看做集中在点(^^z)处.于是按两质点间的引力公式， 
可得这一小块物体对位于A (%，r。，％)处的单位质量的质点的引力近似 

地为
dF =(dFxtdFrfdFJ

(^p(x,Y^)(x-x0) ^p{x,y,z) (r-Jo) , ^p{x,y,z) (z-z0) ^ \
=I G- - - - - 3- - - - dv,G- - - - - 3- - - - - dv,G- - - - - - - - - -dv\ ,

其中d^, dFr, dFz为引力元素dF在三个坐标轴上的分量，z* =

yh-%)2 + (7-7。)2 + U-4)2,为引力常数.将 dF^dF^dF,在 上分别 

积分，即得
F =(Fx,Fy,Fz)

=/ rjr Gp(x,yfz) (% -〜)心 nr 分0，y，:) (y-y0)
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第四节重积分的应用

Gp(xfy,z)(z-z0)
di;.

如果考虑平面薄片对薄片外一点处单位质量的质点的引力， 
设平面薄片占有平面上的有界闭区域A其面密度为gU，y)，那么只要将 

上式中的密度pU，y，d换成面密度M(&y)，将/2上的三重积分换成D上的二 

重积分，就可得到相应的计算公式.
例7设半径为丑的质量均匀的球占有空间闭区域/2 =丨(^,y,2)l/+r2 + 

/</?2丨.求它对位于M0(0,0，a) U>/0处的单位质量的质点的引力.
解设球的密度为p。，由球的对称性及质量分布的均匀性知Fx=Fy =0,所 

求引力沿么轴的分量为
z _ aFz Gp0

[x2 +y1 + (z - a)2 ]
-dv
T

Gp0 I r (z-a)dz J d太dy

x2+r2^R2_z2 [x2 +y2 + (z - a)2.] T

• ■v/i?2-22 pdpGp0 j ^ (z - a)dz jo dd

2^^ (z-a)[—拉一laz〜a

Lp2 + (2-a)2]T 

1 \
dz

= 2TrGp01 - 2R + —J (z - a) d ^/R2 -

2t：Gpq\ -2R +2R

= -o^P0A
j a

2R3

3?

G
M

其中为球的质量.上述结果表明：质量均匀的球对球外一质点的引 

力如同球的质量集中于球心时两质点间的引力.

习题 10-4

求球面x2 +y1 +z2 = a含在圆柱面+ y2 = ax内部的那部分面积.

2.求锥面被柱面/ 所割下部分的曲面面积.
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3. 求底圆半径相等的两个直交圆柱面/ +y2 =i?2及/ +z2 所围立体的表面积.
4. 设薄片所占的闭区域Z)如下，求均匀薄片的质心：

(1) 由;>'== %。，：K =0所围成；

(2) i)是半椭圆形闭区域 -^-^1,7^oJ；

(3) D是界于两个圆/o = acos 0,p- bcos 8 (0<a<6)之间的闭区域.

5. 设平面薄片所占的闭区域Z)由拋物线:r = 及直线：K = x所围成，它在点b，y)处的面 

密度At(^，y) =x2：k,求该薄片的质心.
6. 设有一等腰直角三角形薄片，腰长为a,各点处的面密度等于该点到直角顶点的距离 

的平方，求这薄片的质心.
7. 利用三重积分计算下列由曲面所围立体的质心(设密度P = l):
(1) 22 = + y2 ,2 = 1;

(2) -/A1 -x -y2 ,z- ^/a2 -x1 -y2 (A >a >0) ,z =0；

(3) z = x2 + y2 ,x + y = a,x =0 ,y =0 ,z =0.

•8.设球占有闭区域/2= {(mz) \x2+y2 +/在2沁卜，它在内部各点处的密度的大小等 

于该点到坐标原点的距离的平方.试求这球的质心.
9.设均勻薄片(面密度为常数1)所占闭区域i)如下，求指定的转动惯量：

JL.(1) D = J (x,y) !•
b2 求々；

9(2) D由抛物线/ 与直线无=2所围成，求八和//;

(3) D为矩形闭区域丨(x,y) \0^x^a,0^y^b\Ix和人.
10. 已知均匀矩形板(面密度为常量ya)的长和宽分别为6和A，计算此矩形板对于通过 

其形心且分别与一边平行的两轴的转动惯量.
11. 一均勻物体(密度p为常量)占有的闭区域/2由曲面z=:c2 +y2和平面z=0,Id =a， 

l：H=a所围成，
(1) 求物体的体积；
(2) 求物体的质心；
(3) 求物体关于z轴的转动惯量.
12. 求半径为a、高为i的均勻圆柱体对于过中心而平行于母线的轴的转动惯量(设密度 

P = 1)-
13. 设面密度为常量只的质量均勻的半圆环形薄片占有闭区域D = | (A；,r,0) IR, ^

// +y2^R21x^0\，求它对位于z轴上点财。(0,0，a) U>0)处单位质量的质点的引力F.

14.设均匀柱体密度为/>，占有闭区域/3=丨(x,y,z) \x2 +y2 ^R2 .O^z^h］，求它对于位 

于点Mo(0,0,a) (a >/0处的单位质量的质点的引力.
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<第五节含参变量的积分
设/(〜y)是矩形(闭区域)尺=［a,b］ x ［cj］①上的连续函数.在［a, 6］上 

任意取定X的一个值，于是/(x，y)是变量y在［cW］上的一个一元连续函数，从 

而积分
| f(x,y)dy

存在，这个积分的值依赖于取定的％值•当％的值改变时，一般说来这个积分的 

值也跟着改变.这个积分确定一个定义在［a,6］上的x的函数，把它记作pb)， 
即

rd
(p(x) = J f(x,y) dy (a^x^b), (5-1)

这里变量x在积分过程中是一个常量，通常称它为^裏，因此(5 - 1)式右端是 

一个含参变量^的积分，这积分确定％的一个函数，下面讨论关于的 

—^些性质.
定理1如果函数/(、y)在矩形尺=［a，6］ x ［cj］上连续，那么由积分 

(5 -1)确定的函数史0)在［a，6］上也连续.
证设$和1+1^；是［〜6］上的两点，则

(p{x-k-l^x) -(p(x) = |c ［f{x + Ax,y) -/(^,j)］dy. (5-2)

由于/0，：K)在闭区域及上连续，从而一致连续.因此对于任意取定的£>0,存在 

5>0,使得对于/?内的任意两点(A，％)及(巧，72)，只要它们之间的距离小于 

5,即
y(^2 -xx)2 + (yi - ji)2 <5,

就有
\f(x2,y2) -Ax, ,j,) I <,e.

因为点(x + A^，y)与(xfy)的距离等于II，所以当II <5时，就有
\f(x + Axty) -f(x,y) I <et

于是由(5 -2)式有
\(p(x + Ax) -<p(x) I

^ f \f(x +Ax,y) -f(x,y) \dy <s(d -c).

①[a,6] x [c,d] = | (x,y) \xe. [a,6] ,je [c,d] !，称为[a，6]和[c，d]的直积.
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第十章重积分

所以〆幻在U，6]上连续.

既然函数W幻在U，6]上连续，那么它在[a，6]上的积分存在，这个积分可 

以写为
^(p{x)Ax= [|c f(x,y)dy^dx = J户上/( x，y) dy.

右端积分是函数/U，：K)先对y后对％的二次积分.当/(hy)在矩形上连续 

时，/(\7)在及上的二重积分J/U，：K)ckdy是存在的，这个二重积分化为二次
R

积分来计算时，如果先对y后对x积分，就是上面的这个二次积分.但二重积分 

|/(^,r)d^dj也可化为先对I后对y的二次积分f /(hy)如]dy，因此有下
R

面的定理2.
定理2如果函数/(by)在矩形/? = [a，6] x[c，d]上连续，那么

I [1 = I [/a /(^»y)^]dy. (5-3)

公式(5 _3)也可写成
J户 Jc/0，y)d：T =上 dy 丄/0，y)ck. (5 -3’)

下面考虑由积分(5 -1)确定的函数〆％)的微分问题.
定理3如果函数/(x，y)及其偏导数乂(A；，y)都在矩形i? = [a，6] x [c,d] 

上连续，那么由积分(5 -1)确定的函数ph)在[a，6]上可微分，并且

=-^ jcf(x,r)dy= jjx(x,y)dy.
(5-4)

证因为cp^x) = lim❿+ = 1⑷，为了求〆(幻，先利用公式(5 -2)

作出增量之比
(p(x + Ax) - (p(x) I 〖/O + Ax,y) ~f(x,y)

~~K% dy. (5-5)

由拉格朗日中值定理以及又U，y)的一致连续性，可得
f{x + i^x,y) -f(xfy)

Ax
=fx(x + 6Ax,y)

其中0 

因此

=fM,y) , (5 -6)

沒＜ 1，丨77丨可小于任意给定的正数左，只要丨Axl小于某个正数S.

7]{x ,y ,^x)dy < f sdy = e(d -c) (I △义I <5)，
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1第五节含参变量的积分

这就是说 ，

lim 7}(x ,y ,Ax) dy =0.
A*—►Ojc

由(5-5)及(5-6)有

p(欠 + A^) -<P(X_) _ | fx(x,y)dy+ 丄 rj(x,y,Ax)dyJ

令A%->0取上式的极限，即得公式(5-4).
在积分(5 -1)中积分限c与d都是常数.但在实际应用中还会遇到对于参 

变量x的不同的值，积分限也不同的情形，即以下的积分
3(x)

Ja(x)
f(xfy)dy. (5-7)

下面我们考虑这种更为广泛地依赖于参变量的积分的某些性质.
定理4如果函数/(x，y)在矩形R = ［a,b］ x ［cj］上连续，函数ah)与

扒幻在区间［a，6］上连续，且
c^o:(^) ^df c^/3(x) (a^x^b),

那么由积分(5 -7)确定的函数少(幻在U，6］上也连续.
证设％和x 是U，6］上的两点，则

0(x + Ax) -0(x)=

因为

f(x + Axty)dy - f(x,y)dy.
t + Ax) Jcc(x)

Mx + Ax) 

Ja(x + Ax)
Mx)

f(x + A^,y)d7

t + ^x)
f(x + Ax,y)dy + I /(x + Axfy)dy + I f(x + A^,j)dj,

^(x+Ax) Ja(x) J^(x)

所以
0(x + Ax) - <P(x)
^a(x)

f(x + Ax,y)dy
3(x+Ax) fP(.x) 、]

f(x+Ax1y)dy+ | , , [f(x + Ax,y) -f(x^y) jdy.
Ja(x+A*) " " ' JP(x) Jcc(x)

(5-8)

当Ax—0时，上式右端最后一个积分的积分限不变，根据证明定理1时同样 

的理由，这个积分趋于零.又

+厶X)

c + A*)

f(x + Ax,y) dy ^M\a(x + Ax) - a(^) I ,

f(x + Ax ,y) dy \ j3(x + Ax) -j3(x) I ,

其中M是1/(%，7) I在矩形及上的最大值.根据a(A：)与在［a，6］上连续的 

假定，由以上两式可见，当Aa；->0时，(5 -8)式右端的前两个积分都趋于零.于
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第十章重积分

是，当Ax—0时，

少（无 + Ax）-少（a;）—0 （a^x^b）,
所以函数少O）在[a,6]上连续.
关于函数＜Hx）的微分，有下述定理：

定理5如果函数/（ly）及其偏导数乂U，y）都在矩形尺= [a,6] x [c,d] 

上连续，函数0:（:0与々U）都在区间[a,6]上可微，且

c 彡 a ⑴彡 c?，c^（3（x） （a 彡x 彡 b），
那么由积分（5-7）确定的函数少（％）在|＞，6]上可微，且

f(x,y)dy

rP(x)

Mx：
fx(x^y)^y +Ax^P(x) Ip'ix) -f[xfa(x) ]a'(x). (5-9)

证由(5 -8)式有 

<P(x + Aa;) - 0(x)
Yx

-Ax+^x,y) -f(x,y) 1 f(x+Ax) , 1 广(刪“' L ^ dy+^L f{x +A^r)dr--Jau) /(^A^y)dy.

(5-10)
当Ax-^0时，上式右端的第一个积分的积分限不变，根据证明定理3时同样 

的理由，有
f^/C^ + A^y) -/U’y)」

A% 7 L, fx(^yy)dy.

对于（5 -10）式右端的第二项，应用积分中值定理得 

1 广+△*） 1
hi⑷ f（x + Ax^^dy=^[^（x + Ax^ -/3（^）]/（^ + a^,t7）,

其中77在々（幻与冷卜+△幻之间.当A%-^）时，

于是

—[^(x +Ax) -J8(x)]->j3r(x) , f(x +AxfV)-tf[xtj3(x)].

r + Ax)
f(x + Axfx)dy^>f[xfj3(x) ]/?’⑷.Ax U.）

类似地可证，当Az—0时，
U+Ai)

Ax Ja（x） f（x + △无，:K） dy—yt:，a（：o ]a’⑷.

因此，令取（5 -10）式的极限便得公式（5 -9）.
公式（5 -9）称为莱布尼茨公式.
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•第五节含参变量的积分

例1设少⑴=广^^dy，求少，⑷.

解应用莱布尼茨公式，得
<P'{x） = f cos（）dy + S^n2- • 2x - 

J t r,

X

i

sin

sin (尤y)i*2 2 sin x3 sin xz 3 sin x3 -2sin 〆
H- - - - - - - - - - - =- - - - - - - - - - -

例2求/

解因为
In

dx (0 < a < b).

L ^dj = [i^]
所以

/ = J dx J xrdy.

这里函数/（、y） 在矩形7? = ［0,1］ x |>，6］上连续，根据定理2,可交换积分

次序，由此有
-^dr = in6 + 1

y + lJ〆 Ja y

例3计算定积分/= f -ln（1 
Jo 1 + x

解考虑含参变量《的积分所确定的函数
= f Ml±^ldx.

Jo 1 + x

显然，〆0） =0,^（1） =/.根据公式（5-4）得

<p’（a） Jo (1 + ax) (1 +x2)
da;.

把被积函数分解为部分分式，得到
a + x a

于是

(1 + q^)(1 +x2) 1 + a2 \ 1 + ax 1 +xz I +x2/

ad^ r1 xdx r1 a^x^y-Th(l^+lffx
- ln( 1 + a) +-i-ln 2 + a •子j，

上式在［0,1］上对a积分，得到
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第十章重积分

即

从而

<p(l)-史(0)

ln( 1 + a)I lJf^7lda+Yln2L rb+fL if^da

T In 2 7T tt In 2
1 + - -  - - - - 1- - - - - -

2 4 4 2

fin 2.

/十2.

习题 10 - 5

求下列含参变量的积分所确定的函数的极限：
(2) limj } V^2 +r2dr；

(3) limj y1 cos{xy) dy. 

2.求下列函数的导数：

ln( 1 + xy)(1) ^p(^) = f (/sin x-y3)dy； (2) (p(x) = | 1--V x J ^y.
Jsin * Jo y

-x3 x2

(3) (p{x) = j arctan —dj； (4) (p(x) - \ e"xylAy.
J 欠2 % J x

3. 设玖：0 = f (x + ；K)/(y)dy，其中/(y)为可微分的函数，求r'U)

4. 应用对参数的微分法，计算下列积分：

/1、， fT , 1 + acos x ck / , | 、(1) / =丄 In -~~:二•二^ ( lal < 1)；
一 acos x cos x

IT

(2) /=丄 In (cos x + a2sin2 x)Ax (a >0). 

5.计算下列积分：
(1 ) f1 arctan a: dx

x

(2)丄 sin^ In —dx {Q <a <b).

184

john
新建图章



总习题十

总习题十
1. 填空：
(1) 积分(心fe^dy的值是_ _ _ _ .；

(2) 设闭区域/) = | (x，y) I x2 + 〆 < /?2丨，则 Jd + Ddxdy =- - - - .

2. 以下各题中给出了四个结论，从中选出一个正确的结论：
(1)设有空间闭区域 A = i (x,y,z) I / + / + / < R2,z ^ 0| ,n2 =丨(〜y，2) I 

x2 + y2 +z2 R2 ,x ^ 0 ,y ^ 0 ,z ^ 0 \，则有( )；

(B) Jl ydv =4 JJ ydv
ni ^2

(D ) Jj" xyz^v = 4 Jj" xyzAv

打 1 'fi2

(A) J—=4 xdv
UJjJ X

Ox f h

(C) [T zdv

(2) 设有平面闭区域 D = { (x,y) I -a^A：^a^^y^a} ,DX = | (^,r) \0^x^a,x^y^a\ ,

则 J" ( + cos A；sin y) d^dy =( );

D

(A ) 2 J" cos xsin ydxdy ( B ) 2 J" xy^xAy

Dx 巧

(C) 4 J" {xy + cos jcsin y) dxdy ( D) 0

Dl

(3) 设/(幻为连续函数，= J^ypU)dA：，则 F'(2)=( ).

(A) 2/(2) (B)/(2)

(C) -/(2) ⑼0

3. 计算下列二重积分：
(1) | (1 +x)sin ydo•，其中 Z)是顶点分别为(0,0)，(1，0)，(1，2)和(0，1)的梯形闭

D

\ ；

(2) J (x2 -/，{^，其中/):; {x,y) lO^y^sin x，0彡xStt};

D

(3) | /i?2 -/da•，其中乃是圆周/ +〆=也所围成的闭区域;
J)

(4) | (r2 +3x-6；K + 9)da•，其中 { (x,y)\x2 +y2^R2}.

D

4. 交换下列二次积分的次序：

区域

f4 rT(-v-4)⑴ i dyS-^7 f(X^)dX
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第十章重积分

(2) I dy 1。f(x^^dx+ I d^f0 f(^,y)dx；
厂 i -1 + y/li —X^

(3) f dx f f(x,y)dy.

5-证明：

)f(x)dx= f (a -x)em(a~x)f(x)dx.

6. 把积分J[/U，：K)hdy表为极坐标形式的二次积分，其中积分区域/)= l(Xty) lX2

7^1, - 1 1 }.

7.设/(\7)在闭区域D = j (x,y) lx2 +/彡:上连续，且

f(xty) = - x2 - y2 - dxdyy

求/(U).

8-把积分j|r/(U，z)c^dydz化为三次积分，其中积奋区域/2是由曲面
a

及平面y = 1= 0所围成的闭区域.
9.计算下列三重积分：

y
：^2

(1) Jj* z2ckd：Kd2,其中 是两个球：/ +〆 +/ 和 / +/ +z2在2/?z (/? >0)的公共 

n

部分；

⑵ff 一~”也，其中"是由球面％2 +y2 +/ = 1所围成的闭区域;
S2 ^

(3) J* (/ +/)dz；，其中/2是由平面上曲线/ =2^；绕x轴旋转而成的曲面与平面
n

欠=5所围成的闭区域.
*10.设函数/(幻连续且恒大于零，

j|/( ? + 〆 + z2 ) di; J/C^2 +j2 )do-

^- - - - - - - - , G⑴-叩)尸⑴
|/U2 +/)(!(

D{t)

ff(^2)dx，

其中 /2(t) = } (x,y,z) lx" +y" +z^^t2l ,D(t) = { (x,y) lx2 + y2 }.

(1)讨论F(f)在区间(0，.+« )内的单调性；

(2)证明当f >0时，F⑴>—G(t).
7T

11.求平面_ + 了 = 1被三坐标面所割出的有限部分的面积.

12.在均勻的半径为的半圆形薄片的直径上，要接上一个一边与直径等长的同样材料 

的均勻矩形薄片，为了使整个均勻薄片的质心恰好落在圆心上，问接上去的均勻矩形薄片另
一边的长度应是多少？ 
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总习题十

13. 求由抛物线:r = /及直线:r = i所围成的均匀薄片（面密度为常数aO对于直线 

y - _1的转动惯量.
14. 设在面上有一质量为M的质量均匀的半圆形薄片，占有平面闭区域/>= I U，y） I 

/ +/^/22,7^0｝，过圆心0垂直于薄片的直线上有一质量为m的质点P,OP=a.求半圆形薄 

片对质点尸的引力.
15.求质量分布均勻的半个旋转椭球体/2= Ux^.z） + 的

质心•
• 16. —球形行星的半径为/?,其质量为M,其密度呈球对称分布，并向着球心线性增加.若 

行星表面的密度为零，则行星中心的密度是多少？
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第十一章曲线积分与曲面积分

上一章已经把积分概念从积分范围为数轴上一个区间的情形推广到积分范 

围为平面或空间内的一个闭区域的情形.本章将把积分概念推广到积分范围为 

一段曲线弧或一片曲面①的情形（这样推广后的积分称为曲线积分和曲面积 

分），并阐明有关这两种积分的一些基本内容.

第一节对弧长的曲线积分

一、对弧长的曲线积分的概念与性质

曲线形构件的质量在设计曲线形构件时，为了合理使用材料，应该根据构 

件各部分受力情况，把构件上各点处的粗细程度设计得不完全一样.因此，可以 

认为这构件的线密度（单位长度的质量）是变量.假 

设这构件所处的位置在xOy面内的一段曲线弧L上，
它的端点是在Z上任一点U，y）处，它的线密度 

为MU，y）.现在要计算这构件的质量m（图11 -1）.
如果构件的线密度为常量,那么这构件的质量就 

等于它的线密度与长度的乘积.现在构件上各点处的 

线密度是变量，就不能直接用上述方法来计算.为了 

克服这个困难，可以用L上的点化，M2把L
分成/i个小段，取其中一小段构件;^^77^来分析.在线密度连续变化的前提下，
只要这小段很短，就可以用这小段上任一点（么，处的线密度代替这小段上其 

他各点处的线密度，从而得到这小段构件的质量的近似值为

其中表示的长度，于是整个曲线形构件的质量
n

X As,-

dvi)

图11

①本章讨论的都是具有有限长度的曲线和具有有限面积的曲面.
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第一节对弧长的曲线积分

用A表示〃个小弧段的最大长度.为了计算 

当A->0时的极限，从而得到
的精确值，取上式右端之和

m = lim Y Asr
A_>0

这种和的极限在研究其他问题时也会遇到.现在引进下面的定义 

定义设L为^^面内的一条光滑曲线弧，函数/（1，:>0在/<上有界.在L上 

任意插入一点列L分成〃个小段.设第i个小段的长度为 

△V又（么，A）为第i个小段上任意取定的一点，作乘积/（么，R）（纟=1，
n

2,…j），并作和［/（么，WAh,如果当各小弧段的长度的最大值入―0时，这和
i=l

的极限总存在，且与曲线弧L的分法及点（6,A）的取法无关，那么称此极限为函 

数/（X，y）在曲线弧L上巧弧长的_缉稆分或y—_ _绎稆分，记作_［/（〜y）心，即
n

jLf（x,y）ds =lim g7（^,T7£） A5£,

其中/（、y）叫做被积函轉A叫做积分弧g.
在第二目中^¥?到，当/（t；T）在光滑曲线弧1上连续时，对弧长的曲线

积分_［/（^7）心是存在的.以后我们总假定/'（〜7）在L上是连续的.

根据这个定义，前述曲线形构件的质量m当线密度pU，y）在［上连续时， 
就等于Mhy）对弧长的曲线积分，即

m = j^jn（x,y） ds.

上述定义可以类似地推广到积分弧段为空间曲线弧r的情形，即函数 

在曲线弧尸上对弧长的曲线积分
n

［fix ,y ,z）As =limy ^si'
Jr 入 一0 frj

如果L （或尸.）是分段光滑的①，我们规定函数在［（或尸）上的曲线积分等 

于函数在光滑的各段上的曲线积分之和.例如，设L可分成两段光滑曲线弧7^ 

及L2 （记作［=6+l2），就规定
f f（x1r）ds= f f（xiy）ds+ f f（x,y）ds.

如果L是闭曲线，那么函数/（ty）在闭曲线L上对弧长的曲线积分记

①就是说，I （或n可以分成有限段，而每一段都是光滑的.以后我们总假定L （或r）是光滑的或 

分段光滑的.
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第十一章曲线积分与曲面积分

为表/(无，y)ds.

由对弧长的曲线积分的定义可知，它有以下性质：
性质1设为常数，则

jL [a/(无，y) ]d5 =a J^f(x,y)ds +J3 g(x,y)ds.

性质2若积分弧段L可分成两段光滑曲线弧&和12，则 

JL/(^,y)(is = Jl f(xfy)ds+ ^ f(xfx)ds.

性质3设在L上/0，y) ，则
JL/(x,y)ds^ 丄茗(x，y)ds.

特别地，有

JL/(^fy)^ ^ JL l/(xfy) \ds.

二、对弧长的曲线积分的计算法

定理设/(ty)在曲线弧L上有定义且连续，L的参数方程为
n⑴，
[r = ip(0

若史(0、《A⑴在[a，)S]上具有一阶连续导数，且〆2o) +iff,2(t) #0,则曲线积分 

山存在，且
lf(x9y)ds= faf[(p(t)，(A⑴].vV2W +tlf，2(t)dt (a</3). (1-1)

证假定当参数f由a变至々时，L上的点MO，y)依点4至点、B的方向描 

出曲线弧L.在L上取一列点
A=M0fM1 tM2，— ,Mn_x ,Mn =5,

它们对应于一列单调増加的参数值
a=t0<tl<t2 < <«n_1 <tn =fi.

根据对弧长的曲线积分的定义，有
n

JL/(x,r)ds=lim^

设点(么，A)对应于参数值T,，即& =(p{Ti) = (/r(rt)，这里L 由于

As： VV2(0 +ip，2{t)df，

190

john
新建图章



第一节对弧长的曲线积分

应用积分中值定理，有

△' = vV^t;) + 巾,2( 丁D^，
其中Ah二〜_〜_ 1，〜_ 1 < 7■.于是

n

J/(^,j)d5 = limg A<p(ri)，必(t;) ］ + if/f2 (rl) Atr

由于函数+少'20)在闭区间［a#］上连续，我们可以把上式中的 

T;换成t/D，从而
71 A

jLf(x,y)ds =limg /［史O,’) ,^(^,) ］ 7^，2(^) +iy1(Ti)Ati.

上式右端的和的极限就是函数/［WO,少(0］ vV2G) +«A'2(G在区间［«，)8］上 

的定积分，因为这个函数在［«，0］上连续，所以这个定积分是存在的，因此上式

左端的曲线积分|/(x，y)山也存在，并且有

j^/(^,r)d5 = ^/［史⑴，少0) ］ -/(p>2(t) +il/f2(t)dt (a <卩).(1 - 1)

公式(1 - 1)表明，计算对弧长的曲线积分j/ix^ds时,只要把x^y^ds依次

换为<P(0、iHt)、vV2(0 ⑴dt，然后从a到/3作定积分就行了，这里必须注.
意，定积分的下限a—定要小于上限尽这是因为，从上述推导中可以看出，由于小 

弧段的长度总是正的，从而>0,所以定积分的下限a —定小于上限尽 

如果曲线弧L由方程
r = if/(x) (x0^x^x)

给出，那么可以把这种情形看做是特殊的参数方程
x = t ,y = (x0^t^X)

的情形，从而由公式(1-1)得出

jLf(xyy)ds = ］ /l +il/,2(x)dx (x0 <X). (1-2)

类似地，如果曲线弧L由方程
^ = <p(y) (yo^y^Y)

给出，那么有

jLf(xyy)ds = f［<p(y) ,y］ /l +<p，2(y)dy (y0 < Y). (1-3)

公式(1 -1)可推广到空间曲线弧厂由参数方程

①它的证明要用到函数V<p'2(t) +^2(0在闭区间［a，)8］上的一致连续性，这里从略.

191

john
新建图章



第十一章曲线积分与曲面积分

x =(p(t) ,y = if/(t) ,z=w(t)

给出的情形，这时有
= J/[<p(0 ,<A(0 ,w(0 ] y<p,2(0 +<A，2(0 + w,2(0 dt

(1-4)

例1计算其中L是抛物线:y-/上点0(0,0)与点5(1,1)之间的

一段弧(图11 - 2).

解由于乙由方程
y - % (0^%^1)

给岀，因此
J 4y^s - J 4^+ (% ) ,2 dx = J x a/1 +4x2dx

例2计算半径为/?、中心角为2a的圆弧L对于它的对称轴的转动惯量/ 
(设线密度弘=1).
解取坐标系如图11-3所示，则

/ = I y2ds.

图 11-2 图 11-3

为了便于计算，利用L的参数方程
=Rcos 6yy =Rsin 6 ( - a^O^a).

于是
j2ds = J sin 6 -j( -i?sin 0)2 + (Rcos 6)2d0 

R3r ^ sin2(9rR3 J sin20d0 = 0
2

j^3 3
■^-(2o：-sin2Q：) = R (a - sin a cos a). 
2
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第一节对弧长的曲线积分

例3计算曲线积分I (%2 + y2 + z2 ) ds，其中厂为螺旋线％ = acos t^y 

asin t,z = kt上相应于t从0到2^7的一段弧.

解 f (x2 + j2 +z2)d5

[(acos t)2 + (asin t)2 + {kt)2"\ ^( - asin t)2 + (acos t)2 +k2dt

a2t+^rt
(a2 + k212 ) v a2 + k2 dt = a2 + k2

-uva2 + k2 (3 a2 +AiTr2k2).

习题 11 _ 1

1. 设在z办面内有一分布着质量的曲线弧M在点b，y)处它的线密度为用对 

弧长的曲线积分分别表达：
(1) 这曲线弧对％轴、对y轴的转动惯量
(2) 这曲线弧的质心坐标
2. 利用对弧长的曲线积分的定义证明性质3.
3. 计算下列对弧长的曲线积分：
(1) ^ (戈2+/2广(15，其中1/为圆周％ = acos t,y = asin f ；

(2) | U+：r)ds，其中L为连接(1，0)及(0，1)两点的直线段；

(3) 其中L为由直线 y = x及抛物线y = x2所围成的区域的整个边界；

(4) f 其中L为圆周/ +y2 =a2,直线ya及欠轴在第一象限内所围成的扇形

的整个边界；

(5) 

这段弧；

x2+y2
1…木其中F为曲线^ = e'cos t,y = elsin t,z = e上相应于《从0变到2的
v2 +Z2

(6) ]^2：^心，其中尸为折线从⑶，这里mi)依次为点(0,0,0)、(0’0,2)、 

(1,0,2),(1,3,2)；

(7) j^ds,其中 L 为摆线的一拱 A；=a(f-sin t) ,j = a(l - cos t) (0^f^2-rr);

(8) J (? +y2)ds,其中 L 为曲线 x = a(cos f+tsin 0，；K = a(sin f-fcos f) (0幻各2tt).

4. 求半径为a、中心角为2<p的均匀圆弧(线密度M = 1)的质心.
5. 设螺旋形弹簧一圈的方程为A： = acos = asin = h，其中0在f在27r，它的线密度

-193 -

john
新建图章



第十一章曲线积分与曲面积分

〆 w) =«2 + r2 +22.求：

(1) 它关于z轴的转动惯量人
(2) 它的质心.

第二节对坐标的曲线积分

一、对坐标的曲线积分的概念与性质

图 11-4

变力沿曲线所作的功设一个质点在面内受到力 

F(x,y) =P{x1y)i + Q(x,y)j

的作用，从点4沿光滑曲线弧L移动到点5,其中函数P(^;，y)与在［上 

连续.要计算在上述移动过程中变力Fha)所 

作的功(图11 - 4).
我们知道，如果力F是恒力，且质点从4沿 

直线移动到B，那么恒力F所作的功F等于向量 

F与向量茲的数量积，gp
W = F • AB.

现在是变力，且质点沿曲线L移动，功见 

不能直接按以上公式计算.然而第一节中用来处 

理曲线形构件质量问题的方法，原则上也适用于 

目前的问题.
先用曲线弧［上的点财1(%1，;)0，财2(%2，:)0，...，似；1_1(\_1，:^_1)把1＜分成 

«个小弧段，取其中一个有向小弧段］来分析：由于5(^7^光滑而且很
短，可以用有向线段 _ _ ^ 1

= (△&)!• + ( Ay； )j

来近似代替它，其中^ Ay,- = j; - :Kn.又由于函数jP (:c,y)与 

在1上连续，可以用:上任意取定的一点，仏)处的力

来近似代替这小弧段上各点处的力.这样，变力F(A；,y)沿有向小弧段^所 

作的功可以认为近似地等于恒力FCCa)沿•所作的功:

即
A^«P(^,r7i)A^+(?(^,77i)Ayl..
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第二节对坐标的曲线积分

于是
W X X ［尸(匕，化)△乂+ dA)^］.

i = 1 i = 1

用A表示〃个小弧段的最大长度，令A->0取上述和的极限，所得到的极限 

自然地被认作变力F沿有向曲线弧所作的功，即
n

W = lim Y A^£ + <?(fi AjJ.
A—O $

这种和的极限在研究其他问题时也会遇到.现在引进下面的定义：
定义设L为xOy面内从点4到点B的一条有向光滑曲线弧，函数 

与(？(、：K)在L上有界.在L上沿L的方向任意插入一点列M1 (〜，h)，
，:K2)，…，乾，把L分成n个有向小弧段 

(i = l,2,---,n；M0 =A,Mn =B).

设A& Ay,- =yi -乃。，点(f£，A)为^上任意取定的点，作乘积

P(f£,T?.)A^ (^。^，…^，并作和^ PC^VaJAa，如果当各小弧段长度的最大 

值A->0时，这和的极限总存在，且与曲1^弧［的分法及点(匕，爪)的取法无关，那么 

称此极限为函数POa)在有向曲线弧［上记作\Lp(x^dx'

类似地，如果iAi巧含Q(ii,Vi)^ri总存在，且与曲线弧L的分法及点(f，A)的取法 

无关，那么称此为函数在有向曲线弧［上记作 

|g“，y)dy.即

n

f P(x,y) dAJ = lim V ,1?;) A'，
Ji . . A^° iT{

n

f Q(xty)dy = lim Y Ki，
Jl a->o f-(

其中尸(tW、<?h，：K)叫做焚叫做 

以上两个积分也称为
在第二目中我们将看到，当PU，}0与<?(x，y)在有向光滑曲线弧L上连续 

时，对坐标的曲线积分( X，y )如及jLQ(x,y) dy都存在.以后我们总假疋 

尸(欠，7)与Q(U)在厶上连续.
上述定义可以类似地推广到积分弧段为空间有向曲线弧厂的情形：

n

\ P(x ,y ,z) dx =lim V Pihli) &xi，
Jr* x —*n . J.
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第十一章曲线积分与曲面积分

[<?(^,r,2)dj = lim^ <3(^^,^,) Ar,.,
Jr A->0 fT{

n

^/2(^,j,z)d2 = lim^ 丑(匕，7^，么)么义. 

应用上经常出现的是 ‘_1
Jl P(xfy)dx + ^ Q(x,y)dy 

这种合并起来的形式，为简便起见，把上式写成
jL P(x，x)dx + Q(x,y)dyf

也可写成向量形式
JL F{x,y) - dr,

其中 F(xty) =PO，y)f + (?(x,y)j•为向量值函数，dr=ckZ + dyj. 

例如，本目开始时讨论过的变力F所作的功可以表达成
W= I p(^,y)^x + Q(xfy)dy1

或

类似地，把 

简写成

或

V =丄尸(U) • dr.

P(x,y fz)dx + Q(x,yfz) dy + R(x ,y,z) d; 

L p(x^,^)dx + Q(xfyfz)dy + R(xfy,z)dzf

J^A(xfyfz) - dr,

其中 A(%，y，2) =f>(x,y,z)i + Q(xtyfz)J + R(xyy,z)kfdr = dxi + dyj + dzk.

如果L (或尸)是分段光滑的，我们规定函数在有向曲线弧L (或厂)上对坐 

标的曲线积分等于在光滑的各段上对坐标的曲线积分之和.
根据上述曲线积分的定义，可以导出对坐标的曲线积分的一些性质.为了

表达简便起见，我们用向量形式表达，并假定其中的向量值函数在曲线乙上 

连续A

①向量值函数FU，y)在曲线z•上连续是指:对L上任意点^。(〜，九)，当l上的动点财(怎，:^)沿乙 

趋于処时，有IfXq) -FUqJ。)1—0.若+ 则PQj)在[上连续等价于

PU，y)与CU，y)均在L上连续.
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第二节对坐标的曲线积分

性质1设o：与0为常数，则
jL [otF^x^y) +/3F2(x,y) ] - dr

^a ^F^x.y) - dr +p jF2(xyy)- 

性质2若有向曲线弧L可分成两段光滑的有向曲线弧A和则

dr.

^F{x,y) - dr = ^ FXx.y) - dr + F{x,y) - dr.

性质3设L是有向光滑曲线弧，L —是L的反向曲线弧，则 

^ F{x,y) *dr= -^F{x,y) - dr.

证把L分成/I小段，相应的厂也分成〃小段.对于每一个小弧段来说，当 

曲线弧的方向改变时，有向弧段在坐标轴上的投影，其绝对值不变，但要改变符 

号，因此性质3成立.
性质3表示，当积分弧段的方向改变时，对坐标的曲线积分要改变符号.因 

此关于对坐标的曲线积分，我们必须注意积分弧段的方向.
这一性质是对坐标的曲线积分所特有的，对弧长的曲线积分不具有这一性质.而 

对弧长的曲线积分所具有的性质3，对坐标的曲线积分也不具有类似的性质.

二' 对坐标的曲线积分的计算法

定理设尸0,7)与(？(^，>0在有向曲线弧I上有定义且连续，乙的参数方
程为

\x =<p(t),

[j = j/r(0,

当参数f单调地由a变到/3时，点MO，y)从[的起点4沿L运动到终f万，若 

史与少(|)在以a及)3为端点的闭区间上具有一阶连续导数，且〆⑴+

1^2(0#0，则曲线积分|/(^)如+ (?(^)办存在，且 

J P{x,y)+ Q{x,y)&y

=『\P[(p(t) +<?[p⑴，少⑴]〆⑴ 1山•

证在[上取一列点
A =Af0，M〗，M2，...，U„ =5，

它们对应于一列单调变化的参数值

(2-1)
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第十一章曲线积分与曲面积分

a =^o^i,tn 

根据对坐标的曲线积分的定义，有
f P(xfy)dx=lim^ Pd^Tj^Ax,.

JL A->0 fTi
设点(么，化)对应于参数值T,•，即f =史(Ti_ )，I =少(T丄这里Tl•在i与~之间. 

由于
-^•_1 =^(«i) ,

应用微分中值定理，有
△〜•=〆(丁： ) At,,

其中，T;在tiS ti之间.于是
f P(A；,r)d^=lim^ P[^(t£) ,^(r;)]^,(r： )A^

•/ A—。1 = 1
因为函数〆(0在闭区间[Q：，々](或[月#])上连续，我们可以把上式中的7'•换 

成〜①，从而 1

jP(xfy)dx = limg /^(t•丄分(T,)V(Ti)A~.

上式右端的和的极限就是定积分戶[p(f)，少(0 ]^(0山，由于函数P[(p(t),

少(0]〆⑴连续，这个定积分是存在的，因此上式左端的曲线积分也 

存在，并且有 L

J^po，y)dA：= ⑴]< ⑴山.

I Q(xfy)dy= £
把以上两式相加，得

jLP(xty)dx + Q(x,y)dy

=[^P^<P(0 +<?[p⑴，4(0,⑴ idf，

这里下限a对应于I的起点，上限0对应于Z的终点.
公式(2-1)表明，计算对坐标的曲线积分 ^

[j)d^ + Q(x,y) dj

同理可证

①它的证明要用到函数〆(0在闭区间上的一致连续性，这里从略.
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第二节对坐标的曲线积分

时，只要把x、：T、d'dy依次换为＜p(t)、＜pf(0心、〆⑴山，然后从L的起点 

所对应的参数值《到L的终点所对应的参数值0作定积分就行了，这里必须注 

意，下限a对应于L的起点，上限/3对应于L的终点，Q：不一定小于尽
如果L由方程7=少(^0或^=^＞(7)给出，可以看做参数方程的特殊情形，例 

如，当[由y = rA(幻给出时，公式(2-1)成为

jp(x,y)dx + Q(xyy)dy

=| \P[xyil/(x)] + Q[x,^|/(x)]^l/, (x) \ dx y

这里下限a对应L的起点，上限6对应L的终点.
公式(2 -1)可推广到空间曲线厂由参数方程

x =(p(t) ,y = ,z =a)(t)

给出的情形，这样便得到
^P(xfy,z)dx + Q(x,yfz)dy+R(xfy1z)dz

=二丨尸[屮⑴，少⑴，—)V(«) +
Q[(p(t) ，w(0]少’⑴+丑[史⑴，少⑴⑴]⑴’⑴1山，

这里下限a对应厂的起点，上限々对应厂的终点.

例1计算J外drc，其中L为抛物线J2 =x上从点4(1，- 1 )到点d )的

一段弧(图11 - 5).
解法一将所给积分化为对％的定积分来计算.由

于7= ±斤不是单值函数，所以要把L分为和05两
部分.在心上，:K = -7^，％从1变到0;在⑽上’

y =a/^"，x从0变到1•因此.
J xy^x = xyAx + ^ xy&x

0 -1 
=f x( —^Ix^ diX + j % \f%Ax

2
X^di

d（l，—1）

解法二将所给积分化为对y的定积分来计算，现在％ =y2，y从-丨变到 

1.因此
1 1 5 1 ^

f xydx = f y2y(y2) rdy = 2 f y4dy =2[=丁.
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第十一章曲线积分与曲面积分

例2计算其中L为(图II-6):

(1) 半径为a、圆心为原点、按逆时针方向绕行的上半圆周；

(2) 从点AU，0)沿x轴到点5( -a，0)的直线段.
解(1)乙是参数方程

x = acos 0, y - asin Q
当参数沒从0变到77的曲线弧.因此

Jj2dx = | a2sin20( - asin 60d6l=a3丄(1 - cos20) d( cos (9)

3 T n cos3 4 3
=a cos 0- - -  = -—a .

L ^ J o 3
(2)L的方程为y=0，Aj从a变到- a.所以

丄 y2 Ax = J Od^ = 0.

从例2看出，虽然两个曲线积分的被积函数相同，起点和终点也相同，但沿 

不同路径得出的积分值并不相等.
例3计算f 2巧'dm2dy，其中L为(图11 -7) :

A(a,0) x

图 11 -6 图 11 -7

(1) 抛物线y=x2上从0(0,0)到5(1，1)的一段弧；

(2) 拋物线a =：＞'2上从0(0，0)到5(1，1)的一段弧；

(3) 有向折线似5,这里依次是点(0,0)，(1，0)，(1，1). 
解(1)化为对a；的定积分.= 从o变到1.所以

jL2xydx+x2dy= ^ (2欠• ^• 2幻如=4 J。】尤3如=：1.

(2)化为对y的定积分.= y2，y从0变到1.所以 

卜dx+x2dy= f。(2/ • r . 2r+/)dr=5 [ly4dr = l.
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第二节对坐标的曲线积分

(3) f "IxydiX-v x ^.y - [ 2xydx+x2dy+ j 2xydx +x2dy,
Jl Joa Jab

在上，尸0彳从0变到1，所以
.1

j "IxyAx + x2dr = | (2x • 0 + x2 • 0)dA£： =0.
Joa Jo

在上3 = l，y从0变到1，所以
f 2xydiX + x2dy = f (2y • 0 + 1)dy = 1.
Jab Jo

从而
J IxyAx +^2dy=0 + l =1.

从例3可以看出，虽然沿不同路径，曲线积分的值可以相等.
例4计算 J + 32y2dy -/ydz,其中厂是从点4(3，2，1)到点5(0，0，0)

的直线段
解直线段的方程是

x _ y _ z
了 H，

化为参数方程得 

所以

x = 3t,y = 2t,z = t1 变到0.

x3 dx + Zzy1 Ay - % y^z

O f0
[(303 - 3 +3f(202 • 2 - (302 • =87 = 一

87
T

例5设一个质点在点MU，y）处受到力F的作用，F的大小与点财到原点
2 1

0的距离成正比，/^的方向恒指向原点.此质点由点Ma，0）沿橢圆~+^ = 1按
0L 0

逆时针方向移动到点以0,6），求力F所作的功R
解 0M = xi + yj，\ 0M\ = ^x2 +y2.

由假设有F = - +：k/），其中A: >0是比例常数.于是
W= L F • dr = L - kxdx - kydy = -k L xdx + ydy.

利用椭圆的参数方程｛x = acos tf 

y = 6sin f,
起点A终点S分别对应参数t=0，+.于是

w k f (- a2cos t sin t + 62sin t cos t) dt
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第十一章曲线积分与曲面积分

k( a2 - b2 ) f sin t cos tAt = —( a2 - b2 ). 
Jo 2

三、两类曲线积分之间的联系

设有向曲线弧L的起点为儿，终点为5.曲线弧L由参数方程
r^ = (p(0, 
lr = «A(0

给出，起点4与终点B分别对应参数a与/3.不妨设a < J3 (若o:>/3,可令■$ = 

对应-0，就有(-a) <( _々)，把下面的讨论对参数s进行 

即可)，并设函数与4⑴在闭区间［o:，i8］上具有一阶连续导数，且 ⑴+
少'2(0#0,又函数PO，y)与(?(U)在I上连续.于是，由对坐标的曲线积分计 

算公式(2-1)有
fLP(x,y)dx + Q(xfy)dy

=Ja 1户［史⑴⑴］〆⑴+ ⑴，少⑴］〆⑴1也

我们知道，向量r = (p,(t)i 是曲线弧L在点，#(£))处的一
个切向量，它的指向与参数£的增长方向一致，当acp时，这个指向就是有向曲 

线弧L的方向.以后，我们称这种指向与有向曲线弧的方向一致的切向量为 

•于是，有向曲线弧［的切向量为

它的方向余弦为
<p'U) 一 ^

cos a = :,cos p =
vV2(o +4'2(0

由对弧长的曲线积分的计算公式可得
Jl [ P(x fy) cos ex + ^(^,y)cos jB]ds

W⑴ +^2(o

尸［史⑴，少⑴］ 

Q［<p(0，少⑴］

V^2(0 +^,2(0

ru)
^7r(o^f2('or^2(t)^，2(t)dl

=Ja 丨户［⑴，⑴］〆⑴ + Q［<p(0 ^(0 ］^r(0 (di. 

由此可见，平面曲线弧L上的两类曲线积分之间有如下联系：
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第二节对坐标的曲线积分

J Pd^ + Qdy - J ( Pcos a + Qcos /3)ds, (2 _2)

其中a(〜y)与为有向曲线弧L在点U，y)处的切向量的方向角.
类似地可知，空间曲线弧厂上的两类曲线积分之间有如下联系：

J Pdx + Qdy + Rdz = J (Pcos a + Qcos f3 + Rcos y)d5, (2-3)

其中a(xfy,z)、)S(%，y，2)、y(x，y，20为有向曲线弧尸在点O，/，2)处的切向量的 

方向角•
两类曲线积分之间的联系也可用向量的形式表达.例如，空间曲线弧厂上 

的两类曲线积分之间的联系可写成如下形式：

或

A • dr

A • dr

A • T(l5

^Tds,

(2-4)

(2-4，)

其中,t = ( cos a,cos (3,cos y)为有向曲线弧厂在点(x A，2)处的单位 

切向量，dr = rds = (di，dy，dz)，称为有向曲线兀，< 为向量A在向量7上的投影-

习题 11 一 2

1. 设i为文办面内直线$ = a上的一段，证明：

J P(x,y)dx =0.

2. 设L为面内％轴上从点(a，0)到点(6,0)的一段直线，证明：

J P(x,y)dx = J P(^,0)d^.

3. 计算下列对坐标的曲线积分：

(1) jf (x2 -/)如，其中.L是抛物线；r = /上从点(0,0)到点(2,4)的一段弧；

(2) 其中L为圆周0_a)2+y2=a2 (a>0)及a:轴所围成的在第一象限内的区 

域的整个边界(按逆时针方向绕行)；
(3) J jda: +a:dy，其中L为圆周x = Rcos tty=Rsm t上对应f从0到^■的一段弧；

(4) j “”)穴_?一；^乂其中1为圆周/+〆：^2 (按逆时针方向绕行)；
JI X

(5) jV(k+zd：nclz，其中T为曲线a:=沾，y =acos 0，z =asin 0上对应0从0到tt的一段弧；
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第十一章曲线积分与曲面积分

（6） :+}^ +卜+广1）（12，其中厂是从点（1，1，1）到点（2,3,4）的一段直线；

（7） ̂ ^-办+处，其中尸为有向闭折线45以，这里的人B、C依次为点（1，0,0）、 

（0，1，0）、（0,0，1）;

（8） 上（X2 -2叮）如+ （y2 -2巧Ody，其中L是拋物线y = x2上从点（-1，1）到点（1，1）的 

—段弧.
4. 计算丄（％+；K）dA； + （y-^:） dy，其中 L 是：

（1） 抛物线/ =%上从点（1，1）到点（4,2）的一段弧；
（2） 从点（1，1）到点（4,2）的直线段；
（3） 先沿直线从点（1，1）到点（1，2），然后再沿直线到点（4,2）的折线；
（4） 曲线 x=2f2+ 1，7=^2+1 上从点（1，1）到点（4,2）的一段弧.
5. —力场由沿横轴正方向的恒力F所构成.试求当一质量为m的质点沿圆周/ + 

7 =及2按逆时针方向移过位于第一象限的那一段弧时场力所作的功.
6. 设z轴与重力的方向一致，求质量为m的质点从位置（：《1，71，21）沿直线移到（6，:^，22） 

时重力所作的功.
7-把对坐标的曲线积分J^（^，:r）dac + <?（x，；r）d：K化成对弧长的曲线积分，其中l为：

（1） 在:面内沿直线从点（0,0）到点（1，1）;
（2） 沿抛物线；从点（0,0）到点（1，1）;
（3） 沿上半圆周a：2+/=2x从点（0,0）到点（1,1）.
8.设厂为曲线x=f，y = f2，z = i3上相应于f从0变到1的曲线弧，把对坐标的曲线积分

Pdx + （^dy + Rdz化成对弧长的曲线积分.

第三节格林公式及其应用

一、格林公式

在一元函数积分学中，牛顿-莱布尼茨公式
jaF,（x）dx = F（b） - F（a）

表示：厂（幻在区间［a，6］上的积分可以通过它的原函数F（x）在这个区间端点 

上的值来表达.
下面要介绍的格林（Green）公式告诉我们，在平面闭区域Z）上的二重积分 

可以通过沿闭区域Z）的边界曲线L上的曲线积分来表达.
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第三节格林公式及其应用

现在先介绍平面单连通区域的概念.设为平面区域，若乃内任一闭曲线 

所围的部分都属于/>，则称为平面单连通區墚，否则称为复连通区鱗.通俗地 

说，平面单连通区域就是不含有“洞的区域是含有 

“洞”(包括点“洞”)的区域.例如，平面上的圆形区域iO，：r) +/ <11、上半 

平面u〜y) Iy >0丨都是单连通区域，圆环形区域IU，：r)丨1 < + r <4K
jO，y)m<^2+y2<2|都是复连通区域..
对平面区域i)的边界曲线L，我们规定L的正向 

如下：当观察者沿L的这个方向行走时，D内在他近 

处的那一部分总在他的左边.例如，D是边界曲线L 

及7所围成的复连通区域(图11 -8)，作为Z)的正向 

边界，1的正向是逆时针方向，而Z的正向是顺时针 

方向——
定理1设闭区域D由分段光滑的曲线L围成，

若函数及<?(U)在乃上具有一阶连续偏导数，则有
—-—)d^dy = £ Pdx + Q&y, (3 - 1)
dx By) h

U

其中乙是D的取正向的边界曲线.
公式(3-1)叫做格林公式.

图 11 -8

1(

证先假设穿过区域内部且平行坐标轴的直线与D的边界曲线L的交 

点恰好为两点，即区域D既是尤型又是F型的情形.
图11 -9、图11 -10所示的区域都属于这种情形.例如，图11 -9所示的区

域显然是叉型的，事实上Z)又是F型的.若设有向曲线弧为=
iP^y)为L;:x=i/f2(y)，则 D 可表达成

D = \(x,y) ^x^il/2(y) ,c^y^：d\ ,

即Z)又是F型的.

L^.y^pp)
D

图 11 -9

O a b

图 11-10
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第十一章曲线积分与曲面积分

设 Z）如图 11 - 9所7K，于是/）=丨因为
dP
dr连续,所以由二重积分的计算法有

dP
~dy :^ = /：{/：：； ^}'^IL^y^Adx

„ u) dy

=|* \P[x -P[^,^, (^) ] J d^u.
^ a

另一方面，由对坐标的曲线积分的性质及计算法有
Ax = f Pdx + [ Pdx + f Pdx + f Pdx 

JL Jh he Jl2 Jga

=jLiPdx + I/dx = //[〜％(%)恤 + ^P[xy<p2(x)]dx 

=[1户1>，％0)] - P[xf<p2(x)] jdx,

dP

因此，

dy
d^dy i Pdx. (3-2)

又由于 Z） = j （xj） IhG） fc^y^d\，故有

!s-”r[/:s+
=| ,y] - ,y]\ dy

=JL^dr + JLr Qdr = jLQdy. （3 -3）
由于对区域Z），（3 -2）与（3 -3）1同时成立，合并后即得公式（3 - i）.对于如 

图11 -10所示的区域/），完全类似地可证（3 _ 成立.
再考虑一般情形.如果闭区域/＞不满足以上条件，那么可以在/）内引进一条或 

几条辅助曲线把D分成有限个部分闭区域，使得每个部分闭区域都满足上述条件.
例如，就图11 -11所示的闭区域/＞来说，它的边界曲线L为!引进一条辅助线
把Z）分成R、Z＞2、/）3三部分.应用公式（3

每个部分，得
BQ _dP； 
dx dy -

Pdx

dP

Pdx
图 11 -11

206

john
新建图章



第三节格林公式及其应用

把这三个等式相加，注意到相加时沿辅助曲线来回的曲线积分相互抵消，便得

l（^-^）dxdy=iPdx+Qd^
其中△的方向对来说为正方向.一般地，公式（3 -1）对于由分段光滑曲线围 

成的闭区域都成立.证毕.
注意，对于复连通区域/），格林公式（3 -1）右端应包括沿区域£>的全部边 

界的曲线积分，且边界的方向对区域/>来说都是正向.
下面说明格林公式的一个简单应用.
在公式（3-1）中取/>= 即得

2 I d^dy = A xdy - ydx.

上式左端是闭区域/>的面积4的两倍，因此有
y4 = 士 f x&y - ydx.

例1计算f/yd%-xy2dy，其中//为正向圆周/

解令 P = ，（？=-巧'2，则
. dQ dP

（3-4）

=a .

dx dy
■ y - x

因此，由公式（3_1）有
H* 厂之开 Ca TT<£ x2yAx - xy2Ay = - jj {x1 + y2 ） d^dy = - J J p3dp = 一了fl4.

L d °

例2计算J" e—ckdy，其中i）是以0（O,O），^4（1，1），B（O，1）为顶点的
D

角形闭区域（图11 - 12）.
解令/>=0，（？=於—，则

aP
dx dy

因此，由公式（3 -1）有

bsin （9所围成图形的例3求椭圆 acos 0,7

面积i
图 11 -12根据公式（3-4）有
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第十一章曲线积分与曲面积分

;dy - yAx = (abcos2d + absin26) dd

=—ab dd = irab. 
2 Jo

例4计算 :dy - ydx 
x2 + y2

，其中为一条无重点①、分段光滑且不经过原点的

连续闭曲线，L的方向为逆时针方向.

解令P
+ y 

dQ _ J

则当x2 +y2#0时，有

dP
dx （x2 +y2）2 dy

记L所围成的闭区域为Z）.当（0,0） 时，由公式（3-1）便得
r^-rd,=（）；

JL x + y

当（0,0） el）时，选取适当小的r>0,作位于Z）内的圆周l：x2 +j2 =r\记L和/ 

所围成的闭区域为R （图11 -13）.对复连通区域R 

应用格林公式，得
:dy - yd; ;dy — yd^

JL x + y ^ + y

其中Z的方向取逆时针方向.于是

0,

xAy - y6.x 
x2 +y2

xdy - ydx 
x2 +y2 :

217 r2 cos2 d + r2 sin2 0
dd = 2tt.

图 11 一 13

二、平面上曲线积分与路径无关的条件

在物理、力学中要研究所谓势场，就是要研究场力所作的功与路径无关的情 

形.在什么条件下场力所作的功与路径无关？这个问题在数学上就是要研究曲 

线积分与路径无关的条件.为了研究这个问题，先要明确什么叫做曲线积分

丄他+卿与路径无关.
设G是一个区域，PU，y）以及GO，）'）在区域G内具有一阶连续偏导数.如

①对于连续曲线L：x =（p（t） ,y = tl/（t），a矣t《/3,如果除了 f = a，t = j8夕卜，当q 时，（史（q ）， 

少（h））与（史（《2），少（*2））总是相异的，那么称［是无重点的曲线.
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第三节格林公式及其应用

果对于G内任意指定的两个点以及G内从点4到点5的任意两条曲线心， 
L>2 （图 11 -14），等式 y

[Pdx + Qdy = [ Pdx + Qdy

恒成立，就说gff fi身j/dx + （3dr弃G内与蹲g无 

关，否则便说与路径有关.一在以上到，如果曲线积分与路径无 

关，那么

㊣
o

图 11 -14

由于

所以

从而

Pdx + = P^lx + ^dy.

Pd欠 + Qdy = - I Pdx + Qdy,

J Pdx + (pdy + J Pdx + pdy 0,

Pdx + Qdy = 0 ,

这里A +W是一条有向闭曲线.因此，在区域G内由曲线积分与路径无关可推得 

在G内沿闭曲线的曲线积分为零.反过来，如果在区域G内沿任意闭曲线的曲线积
分为零，也可推得在G内曲线积分与路径无关.由此得出结论:曲线积分J Pdx + Qdy

在G内与路径无关相当于沿G内任意闭曲线C的曲线积分& + （?办等于零.

定理2设区域G是一个单连通域，若函数N>0与在G内具有 

一阶连续偏导数，则曲线积分J^Pck + （?dy在G内与路径无关（或沿G内任意闭 

曲线的曲线积分为零）的充分必要条件是
(3-5)dP dQ

在G内恒成立.
证先证条件（3 -5）是充分的.在G内任取一条闭曲线C，要证当条件 

（3 -5）成立时有& PdA； + （?dy=0.因为G是单连通的，所以闭曲线C所围成的 

闭区域D全部在G内，于是（3 -5）式在D上恒成立.应用格林公式，有

峰 Pdx + Qdr.
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第十一章曲线积分与曲面积分

上式左端的二重积分等于零（因为被积函数在D上恒为零），从而右端 

的曲线积分也等于零.
再证条件（3 -5）是必要的.现在要证的是：如果沿G内任意闭曲线的曲线 

积分为零，那么（3 -5）式在G内恒成立.用反证法来证.假设上述论断不成立， 
那么G内至少有一点M。，使

dQ

dx

dP\

不妨假定
dQ_dP^
dx dy)

7^0.

17 >0.

dx dy^ 2'

由于f与^2在G内连续，可以在g内取得一个以为圆心、半径足够小的圆 
dy dx

形闭区域尺，使得在尺上恒有
d（Q_dP.
dx

于是由格林公式及二重积分的性质就有
jyPdX + Qdy = | （ g -普）dxdy^f • cr,

这里7是尺的正向边界曲线，o•是尺的面积.因为从而
丰 Pdx + Qdy >0.

这结果与沿G内任意闭曲线的曲线积分为零的假定相矛盾，可见G内使（3 -5） 
式不成立的点不可能存在，即（3 -5）式在G内处处成立.证毕.

在第二节第二目例3中我们看到，起点与终点相同的三个曲线积分jL 2xydx +

x2dy相等.由定理2来看，这不是偶然的，因为这里# = ^ = 2rr在整个xOy面内ax By
恒成立，而整个xOy面是单连通域，因此曲线积分i 2xydx+x2dy与路径无关.
在定理2中，要求区域C是单连通区域，且函数PU，y）与PU，；）'）在G内具 

有一阶连续偏导数.如果这两个条件之一不能满足，那么定理的结论不能保证成 

立.例如，在例4中我们已经看到，当L所围成的区域含有原点时，虽然除去原点

外，恒有普=普，但沿闭曲线的积分女Pck +⑽'#0,其原因存于区域内含有破

坏函数及连续性条件的点0,这种点通常称为奇点.
dx dy 〜
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第三节格林公式及其应用

三、二元函数的全微分求积

现在要讨论：函数PU，）'）与满足什么条件时，表达式PU，:r）心+ <? 
（xyy）dy才是某个二元函数zx（%，：r）的全微分；当这样的二元函数存在时把它求 

出来.
定理3设区域G是一个单连通域，若函数/5（%，7）与在C内具有 

一阶连续偏导数，则PU，y）如+ （?U，：K）dy在G内为某一函数的全微分 

的充分必要条件是
aP = ag
dy dx

在G内恒成立.
证先证必要性.假设存在着某一函数使得 

du = P(x ,y) dx + Q{x ,y) ,

则必有
^ = P(Xly), f = Q(x,r). 
dx dy

(3-5)

从而
dP d：—=——=dQ

dxdy dy’ dydx dx

由于p与e具有一阶连续偏导数，所以品连续，關即

化=设.这就证明了条件（3 -5）是必要的. 
dydx
再证充分性.设已知条件（3 -5）在G内恒成立，则由定理2可知，起点为 

^。（^，:^:^终点为^^^:^的曲线积分在区域^内与路径无关，于是可把这条 

曲线积分写作
^,y)

/(*o.ro)
P(x,y)dx + Q(xfy)dy.

当起点MoO。，/。）固定时，这个积分的值取决于终点似0,7），因此，它与^及7 

构成函数关系，把这函数记作Wh：K），即
u（xfy） = f 尸（x，y）d% + （?（A；，y）dy ①. （3-6）

}(x0,y0)

①为区别函数的自变量与积分变量，可记

^（X9y） = f P（s9t）ds + ^（5,0 di. 
J（:o，ro）
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第十一章曲线积分与曲面积分

下面来证明这函数u(xyy)的全微分就是P(x,y)dx + Q(x,y)dy.因为P(x,y) 

与都是连续的，因此只要证明
尝=尸(〜7)，■ = 〜7).

按偏导数的定义，有
du u(x + ^xfy) - u(x,y)

lim
dx Ax-*o Ax

由(3-6)式，得
疒(尤+厶;r，y)

u(x + Ax,y) = P(x,y)dx + Q(x,y)dy.

由于这里的曲线积分与路径无关，可以取先从点M。 
到点M，然后沿平行于％轴的直线段从点M到点7V作 

为上式右端曲线积分的路径(图11 - 15).这样就有 

u(x + A^,y) = u{x,y) +
Ax + tkx,y)

J(x,r)
P(x,y)dx + Q(xfy)dy.

N(x+Ax,y)

图 11 - 15

从而
u(x + Axyy) -u(x,y) = f P(xfy)dx + Q(xJy)dy.

因为直线段MTV的方程为y =常数，按对坐标的曲线积分的计算法，上式成为
^x + Ax

u(x + Ax,y) - u(x9y) = I P(x,y)dx.

应用定积分中值定理，得 .
u(x + Ax,y) -u(x,y) = P(x + 0Ax fy) Ax (O^O^l).

上式两边除以△%，并令A^->0取极限.由于PU，/)的偏导数在G内连续， 
戶(〜7)本身也一定连续，于是得

du

同理可证
dx

du
'dy

P(x,y).

这就证明了条件(3 -5)是充分的.证毕.
由定理2及定理3，立即可得如下推论：
推论设区域G是一个单连通域，若函数P与在G内具有一 

阶连续偏导数，则曲线积分+ (?dy在G内与路径无关的充分必要条件是： 
在G内存在函数w ( a:，y )，使du = Pda: + pdy.
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根据上述定理，如果函数PO，y）与＜?（i：r）在单连通域G内具有一阶连续 

偏导数，且满足条件（3 _5），那么Pck + （?dy是某个函数的全微分，这函数可用 

公式（3 -6）来求出.因为公式（3 -6）中的曲线积分与路径无关，为计算简便起 

见，可以选择平行于坐标轴的直线段连成的折线或MqSM作为积分路线 

（图11-16），当然要假定这些折线完全位于G内.
在公式（3-6）中取积分路线，得y

u{x,y） = l P（x,y0）dx + f Q（x,y）dy.
J^o Jyo

在公式（3 -6）中取亨积分路线，则巧数“也可表为
u（x,y） = \ Q（x0,y）dy + [ P（x,y）dx.

Jro Jxo

例5验证二^在右半平面＞0）内是某个函数的全微分，并求出一 
x + y

个这样的函数.
解在例4中已经知道，令

Z ■ ▲x +y
Q

就有
dP y1 - %

办 _ o2 +r2)2

+ r

dx

在右半平面内恒成立，因此在右半平面内， xdy - yd% 曰 某个函数的全微分.
x + y

取积分路线如图11-17所示，利用公式（3 -6）得所求函数为
f（x,r） xdy - ydx 
lo.o） x2 + y2

u(x,y)

f xdy - ydx 
'ab x2 + y2

xdy

+

0 + x2 y

xdy - ydx 
2 r

x K

}bc % + y 

I arctan — =arctan 1_

y> S(x0,y) M(x,y)

M0(x0,y0) R(x,y0)

C(x,y)

O

图 11 -16

O ^(1,0) B(xfi)

图 11-17
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例6验证:在整个面内，w2如+/ydy是某个函数的全微分，并求出一 

个这样的函数•
解现在/^ =%72=:v2y，且

BP 0 dQ
—= 2xy —-
dy dx

在整个面内恒成立，因此在整个面内，x/dA； +x2ydy是某个函数的全微分.
取积分路线如图11 -18所示，利用公式(3 -6)得所4 

求函数为
f(x’y)

xy2 dx + x2ydy + J xy2 diX + x yAy 

0+1* a;2ydy = x2 f ydy = —

B(x,y)

O 雄，0)

图 11 -18

全微分方程

利用二元函数的全分求积，还可以用来求解下面一类一阶微分方程.
一个微分方程写成

P(x,y)dx + Q(x,y)dy=0 (3-7)

的形式后，如果它的左端恰好是某一个函数的全微分： 
du(x,y) =P(x,y)dx + Q(x,y)dyi

那么方程(3_7)就叫做金懲牙友替
容易知道，如果方程(3 -7)的左端是函数U(＞，y)的全微分，那么

u(x,y) = C

就是全微分方程(3-7)的隐式通解，其中C是任意常数.
由定理3及公式(3 -6)可知，当PO，y)与以在单连通域G内具有一 

阶连续偏导数时，方程(3 -7)成为全微分方程的充分必要条件是
ap = ai2

dy dx

在区域G内恒成立，且当此条件满足时，全微分方程(3 -7)的通解为
= I P(xir)dx + Q(xiy)dY = C, (3-8)

JUo，yo)

其中％与y。是在区域G内适当选定的点Mq的坐标.
例7求解方程

( 5欠4 + 3xy2 — j3 ) + ( 3x2y — 3xy2 + j2 ) dy =0.

解设户(％，＞0 =5x4 +3xy2 -y3 ,^(^,j) = 3x2y - 3xy2 + y2, JUl]

逆=6w-3y2=^，

dy dx
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因此，所给方程是全微分方程.
取％ =0,y0 =0,根据公式（3 -8），有

^y)

1(0,0)

(5a;4 + 3xy2 - y3 ) + (3x2y - 3xy2 + y2 ) dy

(5a:4 + 3xy2 - j3) drc + J y2 dy

=x5+^-x2y2-xy3

于是，方程的通解为
5 2 2 3x + —x y - %y C.

除了利用公式（3-8）以外，还可以用下面的方法求解全微分方程.
以上面的方程为例.因为要求的方程通解为u（x,y） =C，其中满足

du
dx

= 5x4 + 3xy2 -y ,

故
u(x,y) = J(5a;4 + 3xy2 - j3 )d^; =%5 + 了欠2)'2 —九y3 + <p(y)， 

这里<p(y)是以y为自变量的待定函数•由此，得
du
dy

?>x2y - ?>xy2 + 妒’(y).

又w（x，y）必须满足
—= 3^2y - 3^y2 +j2.

故

从而

?>x2y-?>xy2 + cp'Xy) =?>x2y-'ixy +y

〆(:r)=〆，(p{y) C.

所以，所给方程的通解为
5 J 2 2 3 丄 3 广

% +12% ^ 一 ▽ +丁7 =匕

四、曲线积分的基本定理

若曲线积分. dr在区域G内与积分路径无关，则称向量场F为诨守％•

下面的定理给出了平面曲线积分与路径无关的另一种形式的条件，并为计
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算保守场中的曲线积分提供了一种简便的方法.
定理4(曲线积分的基本定理)设FU，：r)=户0，；)^+ (?U，：kX/是平面区 

域G内的一个向量场，若与^(^，:^都在^内连续，且存在一个数量函数

/(、7)，使得，=^/，厕曲线积分］^ • dr在G内与路径无关，且

JLF-dr =f(B)

其中L是位于G内起点为A、终点为S的任一分段光滑曲线. 

证设L的向量方程为

起点4对应参数t=cc，终点B对应参数i =：/3.
由假设，乂 =P，/y =(?，/＞、(？连续，从而/可微，且_

(3-9)

F dr
d75

于是

证毕.

F - dr F,Sd'=r ftdt 一# ⑴，1a(o] --f(B) -f(A)

定理4表明，对于势场F,曲线积分• dr的值仅依赖于它的势函数/在路

径I的两端点的值，而不依赖于两点间的路径，即积分• dr在G内与路径无
关.也就是说:势场是保守场.
公式(3-9)是与微积分基本公式

l/(x)dx = F(b) - F(a)

(其中Fr(x) =/(幻)完全类似的向量微积分的相应公式，称为_线积分的基本 

公式.

习题11 一 3

1.计算下列曲线积分，并验证格林公式的正确性：
(1) 表(2砂-^ck + U+y2)^，其中I是由拋物线px2和/ 所围成的区域的正向

边界曲线； -
(2) 表u2 -xy3)dx + (J2 - 2巧0办，其中L是四个顶点分别为(0,0)、(2,0)、(2,2)和 

(0,2)的正方形区域的正向边界.
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2. 利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积：
(1) 星形线欠=acos3f，y = asin3f;

(2) 椭圆9x2 +16/ =144;

(3) 圆 re2 .+ y2 = 2ax.

3. 计算曲线积分五其中L为圆周(^;-1)2+/=2，1的方向为逆时针方向.

' 2
4.确定闭曲线C，使曲线积分 dx + ( y + x - jdy达到最大值.

5. 设n边形的n个顶点按逆时针方向依次为^(〜，^，^(^^，…，^〜，:^-试 

利用曲线积分证明此n边形的面积为
A =士[ (^lJ2 -^Tl) + (^2^3 -欠3：^2) + …+ (U„ Un-1 ) + (Xnyi -欠ih)].

6. 证明下列曲线积分在整个面内与路径无关，并计算积分值：
,(2,3)

(1) (x + y)dx + (a; - y)dy；
J(i,o

⑺

(3)

,(3,4)

i(l,2)

,(2.1)

J(1,0)

(6xy2 - y3) d欠 + (6xzy - 3xy2) dj； 

{2xy - y" + 3 ) dx + (*2 - Axy3) dy.

7.利用格林公式，计算下列曲线积分：
(1) ^ (2x - y +4)d:c + (5y +3:c -6)dy，其中 L 是三顶点分别为(0,0)、(3,0)和(3,2)的 

三角形正向边界；
(2) ̂ ( xzycos x + 2^ysin x - y2 ex ) dx + (i«2sin x - 2ye )办，其中 为正向星形线

x~ +y~ = a~ ( a > 0 ); -

(3) f (2町3 -/cos ;c)ck + (1 -2ysin jc+3?72)办，其中L为在抛物线2mr〆上由点

(0,0)到(•^l)的一段弧

(4) J {x2 -y)(k-(;c + sin2y)dy，其中 L 是在圆周；r= /2x -/上由点(0，0)到点(1，1) 

的一段弧.
8. 验证下列尸(u.)ck + (?(;c，y)dy在整个Wy平面内是某一函数“(DO的全微分，并 

求这样的一个w(u):
(1) {x ->r2y)dx + (2x +y)dj；

(2) 2xydx + x dy；

(3) 4sin «:sin 3>yco?, xdx -3cos 3ycos 2xdy；

(4) (3x2y+ Sxy2)dx + (x3 +%x2y +\2yey )Ay\

(5) (2a;cos y+y2cos ic)(k + (2ysin x-/sin y)dy.

9. 设有一变力在坐标轴上的投影为+/，F = 2w_8,这变力确定了一个力场.证
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明质点在此场内移动时，场力所作的功与路径无关.
*10.判别下列方程中哪些是全微分方程？对于全微分方程，求出它的通解.
(1) ( 3a:2 + 6xy2) + (6^2 j + 4j2) dj = 0 ；

(2) (a2 -2町-y2)tk - O+y)2d：r = 0 (a 为常数)；

(3) erdA； + (xer - 2y) dj = 0 ；

(4) (rccos y + cos x)y' - jsin x + sin y = 0；

(5) (x2 —y)dx- .rdj = 0 ；

(6) y{x - 2y) dx - x2dy = 0 ；

(7) ( 1 + e2e ) dp + 2pe2ed9 = 0 ；

(8) (x2 + yz ) d^: + xydy = 0.

11.确定常数A，使在右半平面xX)上的向量AUj) =2xy(x4 +y2)U-x2(xi +y2)xj 

为某二元函数的梯度，并求uU，;k).

第四节对面积的曲面积分

一、对面积的曲面积分的概念与性质

在本章第一节第一目的质量问题中，如果把曲线改为曲面①，并相应地把线密 

度从＜＞，7）改为面密度/Uty/），小段曲线的弧长改为小块曲面的面积A&，而 

第〖小段曲线上的一点改为第f小块曲面上的一点（么，aA），那么，在面 

密度/xO，;＞'，z）连续的前提下，所求的质量m就是下列和的极限：
n

A^u i = i

其中A表示/i小块曲面的直径②的最大值.
这样的极限还会在其他问题中遇到.抽去它们的具体意义，就得岀对面积的 

曲面积分的概念.
定义设曲面2是光滑的③，函数/0，：K，z）在I：上有界.把$任意分成/I小 

块（△'•同时也代表第i小块曲面的面积），设（么，仏义）是上任意取定

的一点，作乘积（/ = 1，2,3，〜^），并作和 ，

① 以后都假定曲面的边界曲线是分段光滑的闭曲线，且曲面有界.
② 曲面的直径是指曲面上任意两点间距离的最大者. '
③ 所谓曲面是光滑的，就是说，曲面上各点处都具有切平面，且当点在曲面上连续移动时，切平面 

也连续转动•
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如果当各小块曲面的直径的最大值A—0时，这和的极限总存在，且与曲面万的 

分法及点（&，〜，&）的取法无关，那么称此极限为函数在曲面茗上
对面积的曲面积分或第一轉_两释分，记作][/（〜^）必，即

• 2 
n

^f{x,y,z）AS = 1^ X

其中/（^,y^）叫做劈积月轉，2叫做f邊，M.
我们指出，当光滑曲续时，对面积的曲面积分是存在 

的.今后总假定/（md在i:上连续. ’
根据上述定义，面密度为连续函数M（〜的光滑曲面2的质量饥，可表 

示为/A（x，y，2：）在S上对面积的曲面积分：
m = fji（x,yfz） d5.

I

如果2是分片光滑的①，我们规定函数在2上对面积的曲面积分等于函数 

在光滑的各片曲面上对面积的曲面积分之和.例如，设2可分成两片光滑曲面 

奚及奚（记作1：=名+奚），就规定
J f（x ,y ,z）dS = |r/（^,y,z）d5 + J/（^,j,2）d5.

由对面积的曲面积分的定义可知，它具有与对弧长的曲线积分相类似的性 

质，这里不再赘述.

二、对面积的曲面积分的计算法

设积分曲面三由方程2 = zO，y）给出，2在 

xOy面上的投影区域为& （图11 _19），函数z = 

z（x，y）在Z^y上具有连续偏导数，被积函数 

/0，：r，z）在2上连续•
按对面积的曲面积分的定义，有
Jf(xty,z) dS = lim ,17,，么)AS,..

(4-1)

J：:z=z(x,y)

图 11-19

①分片光滑的曲面是指由有限个光滑曲面所组成的曲面.以后我们总假定曲面是光滑的或分片光

滑的.
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设I：上第i小块曲面AS,•（它的面积也记作△&）在^^面上的投影区域为 

（△A、（它的面积也记作，则（4 -1）式中的AA可表示为二重积分
ASi = V1 + zl(x,y) +z2y{x,y)dxdiy.

(△cr,_):

利用二重积分的中值定理，上式又可写成
，AS- yi +^（^,77： ） +^（^,77； ）（ACrt.）^,

其中）是小闭区域（AlU.上的一点.又因（LK）是2上的一点，故^ 

= ，这里（匕，仏，0）也是小闭区域（Ar：^.上的点.于是
n

i = i

=yz（ii^Vi） ] ）+2;（彡;，”：）（Act,- ） xy .

由于函数/0，y，2r（^，y）]以及函数//1 +＜ （%，＞，）+z）（%，：r）都在闭区域上连 

续，可以证明，当时，上式右端的极限与
n

2 /[么，仏，2（fi，化）]a/1 +z;（fi，77;） +4（&，”£） （ Act, ）
i = 1 7

的极限相等.这个极限在本目开始所给的条件下是存在的，它等于二重积分 

J f[x ＞7 ,j） ] //l +z2x（x,y） + z2y（x ,y） dxdy f

Dxy

因此左端的极限即曲面积分|/（\7,2）必也存在，且有 

Jf（x，x^）dS

=J f[xyy fz（x ^7） ] a/1 +^（^, j） +z^（x,y） d^dy. （4-2）

这就是把对面积的曲面积分化为二重积分的公式.这公式是容易记忆的，因为曲面 

^的方程是z ，：＞'），而曲面积分记号中的dS就是/l+z；（xfy） +z^（x,r）dxdy.

在计算时，只要把变量z换为2（%，y），dS换为+z2x 再确定3在xOy
面上的投影区域Dv，这样就把对面积的曲面积分化为二重积分了.
如果积分曲面2由方程％ =＜：K，2）或:r =yU，x）给出，也可类似地把对面积 

的曲面积分化为相应的二重积分.

例1计算曲面积分J" _，其中Z是球面+ y2 + / = a2被平面z = 

A （Oc/ica）截出的顶部（图11 _20）.
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解I•的方程为
/2 2 2 z = Va -a： -y ,

万在a；办面上的投影区域为圆形闭区域丨U，：r） u2 + ：r2<a2 -fl.又
a^/l +zl +zzy =

根据公式（4-2），有

利用极坐标，得

d5
Z I;

Dxy

^a2-x2-r2

ada:dy

x - y

d5= |r^dpd^= 2tt r v a2-h2 PdP
JJ z jj a - p1
^ Dxy H

2 2 o a - p

ya2 - *2
= 2Tra[ - -^-ln（ a2 -p2 ） J = 2Train

例2计算f平（13®，其中2是由平面a; =0，y =0，z =0及a;+y+2： = 1所围 

成的四面体的整个边界曲面（图11 -21）.

a y

图 11 -21

解整个边界曲面2在平面％ =0、7 及a； +：r + z = l上的部分依次

记为名，奚，名及足，于是
^ xy2dS = JJ xyzAS + fj xyzdS + xyzdS + J xyzdS.

工 2, 叉3 ;

因为在名，吴，為上，被积函数/O，）',2）=叮2均为零，所以

rcj^dS = xyzd.S = jj xyz&S =0.

^2 工3

①记号f表示在闭曲面2上积分.
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第十一章曲线积分与曲面积分

在足上，: ^ -:K，所以

71+7+?= yi + ( -i)2 + ( -D2 =V3,

从而
發 xyzdS =见 xyzdS = J" y3xy{ 1 - x - y) d%dj,

I Dxy

其中\是足在^^面上的投影区域，即由直线％=0、:>^0及^;+；^1所围成 

的闭区域.因此
cjzdS = J A：d^J y{\ - x - y)dy

=4[(卜

ft> 3x2 + 3x3 - x4) dr = i§-

习题 11 一 4

1. 设有一分布着质量的曲面又在点b，y，z)处它的面密度为;x(x，y，z)，用对面积的曲 

面积分表示这曲面对于x轴的转动惯量.
2. 按对面积的曲面积分的定义证明公式

jj/(x,y,z)dS = Jf(x,y,z)dS + J/ix,y,z) dS,

•工 i'i A

其中I：是由奚和吴组成的.

3. 当2是面内的一个闭区域时，曲面积分J[/(u，2)d<S与二重积分有什么关系？

4. 计算曲面积分|7(工，7,2)必，其中三为抛物面2：=2-(；1：2 +y2)在xOy面上方的部分， 

/(\7，心分别如下：

(i) f(x,r,z) =1； (2) f{x,ylZ) =x2 +r2；

(3) f{x,y,z) =3z.

5-计算j[U2 +：r2)dS，其中$是

(1) 锥面2= y42 +/及平面z = l所围成的区域的整个边界曲面;
(2) 锥面22 =3(? +〆)被平面2=0和2 = 3所截得的部分.
6.计算下列对面积的曲面积分：
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第五节对坐标的曲面积分

(1) |卜+ 2x+*|^dS，其中3为平面++f++ = l在第一卦限中的部分；
2：

(2) I (2xy-2x2 -^：+2)(15,其中1：为平面2^+27+2=6在第一卦限中的部分；

(3) J (无+y + z)dS,其中三为球面戈2 + y2 + 22 =a2上(0 <h <a)的部分；
2：

(4) | (xy+yz +2x)dS,其中乏为锥面% +/被柱面％2 +/ =2ax所截得的有限部分•

7. 求拋物面壳z = ^-(/+r ) (0<2<i)的质量，此壳的面密度为弘

8. 求面密度为/X。的均匀半球壳^ +y2+z2 =：a2 (z>0)对于Z轴的转动惯量.

第五节对坐标的曲面积分

一、对坐标的曲面积分的概念与性质

我们对曲面作一些说明，这里假定曲面是光滑的.
通常我们遇到的曲面都是双侧的.例如由方程表示的曲面，有占 

M与;EM之分①；又例如，一张包围某一空间区域的闭曲面，有㈣与■之分. 

il后假定所考虑的曲面是双侧的.
在讨论对坐标的曲面积分时，需要指定曲面的侧.我们可以通过曲面上法向量的 

指向来定岀曲面的侧.例如，对于曲亩2 =z(^，y)，如果取它的法向量w的指向朝上， 
我们就认为取定曲面的上侧;又如，对于闭曲面如果取它的法向量的指向朝外，我们 

就认为取定曲面的外侧.这种取定了法向量亦即选定了侧的曲面，就称为
设2是有向曲面.在2上取一小块曲面AS，把AS投影到面上得一投 

影区域，这投影区域的面积记为(Ac•假定AS上各点处的法向量与^轴的夹 

角y的余弦cos 7有相同的符号(即cos y都是正的或都是负的).我们规定AS 

在xOy面上的g髮(AS)”为
,( A<7)iy， cos 7 >0,

(AS) (Act),” cos y <0
L 0, cos y = 0.

其中cos y = 0也就是=0的情形.AS在面上的投影(AS)”实际就是 

AS在面上的投影区域的面积附以一定的正负号.类似地可以定义AS在

① g惯例，这里假定z轴铅直向上•
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第十一章曲线积分与曲面积分

y仏面及zOx面上的投影（AS）yz及（AS）:,.

下面讨论一个例子，然后引进对坐标的曲面积分的概念.
流向曲面一侧的流量设稳定流动①的不可压缩流体（假定密度为1）的速 

度场由
v（xyy,z） =P{x,y,z）i + Q（x ,z）j + R{x ,z）k 

给岀，J：是速度场中的一片有向曲面，函数P“，：r，2）、（？U，y，z）与/?（>，y，z）都 

在乏上连续，求在单位时间内流向2指定侧的流体的质量，即流量也
如果流体流过平面上面积为4的一个闭区域，且流体在这闭区域上各点处的流 

速为（常向量沁，又设《为该平面的单位法向量（图11 -22（a）），那么在单位时间内 

流过这闭区域的流体组成一个底面积为4、斜髙为li/l的斜柱体（图11 -22（b））.

(b)

图 11 -22

当（t；•时，这斜柱体的体积为

A I i；l cos 6 =Av • n.

这也就是通过闭区域4流向w,所指一侧的流量少；

当时，显然流体通过闭区域4流向w所指一侧的流量少为零， 

Av • n = 0 0 = Av • n = 0 ；

当（tr%） •时，如• „ <o,这时我们仍把如• „称为流体通过闭区域乂

流向n所指一侧的流量，它表示流体通过闭区域^实际上流向-re所指一侧，且•

流向-w所指一侧的流量为-Av - n.因此，不论（tC>0为何值，流体通过闭区域 

乂流向打所指一侧的流量少均为• w.

①所谓稳定流动，就是说流速与时间t无关.
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第五节对坐标的曲面积分

由于现在所考虑的不是平面闭区域而是一片曲面，且流速t;也不是常向量， 
因此所求流量不能直接用上述方法计算.然而过去在引出各类积分概念的例子 

中一再使用过的方法，也可用来解决目前的问题.
把曲面i：分成71小块AS£ （A5t.同时也代表第纟小块曲面的面积）.在I1是 

光滑的和〃是连续的前提下，只要AS;的直径很小，我们就可以用上任一点 

处的流速
vi = vUi，Vi，D

= + Q（h，Oj + RUi，Vi,（i）k
代替上其他各点处的流速，以该点
（匕，A，A）处曲面乏的单位法向量

n{ = cos aji + cos ）8； j + cos yji 

代替AA上其他各点处的单位法向量（图 

11 -23）.从而得到通过AS,流向指定侧的流量 

的近似值为
v{ • niLSi （/ = 1，2，…，ti）.

于是，通过2流向指定侧的流量
n .

少《 X 9 • niASi
i = 1 
n

=X [pU^Vi^i）cos a, + Q（^，Vi^i）C0S Pi + r,]A5t.,

A5>

图 11 -23

但
COS at - AS;。(AH，cos• A5,.« (,cos yi - LSi 

因此上式可以写成
(A5t.)

+ （?dK）（AS上 +^（^,77,,^）（ASi）xy].
i = l

当各小块曲面的直径的最大值A—0取上述和的极限，就得到流量少的精确值. 

这样的极限还会在其他问题中遇到.抽去它们的具体意义，就得出下列Mmm 

的概念:
™设2为光滑的有向曲面，函数在2上有界.把2任意分成 

/I块小曲面（△&同时又表示第i块小曲面的面积），AS,.在^^面上的投影 

为（厶*5;、，（6,77£义）是厶5;上任意取定的一点，作乘积

（f = l，2,…，/Z），并作和，如果当各小块曲面的直径的最

大值A—0时，这和的极限总存在，且与曲面乏的分法及点（匕，A，A）的取法无 

关，那么称此极限为函数/2（^，y，z）在有向曲面2上对坐标的曲面积分，记
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第十一章曲线积分与曲面积分

作J*沢“，即
S

n

J R(xyytz)dxdy = \im ^ R(ii，Vi^i) ( AS,)^., 

s 1 ~1

其中R(xiyiz)叫做劈积兩轉，I：叫做积再.
类似地可以定a面五上对坐标n的坤面积分

[f P(x,y,z) dycb及函数CK^，y，2)在有向曲面了上对坐标的曲面积分

J^( x，y，2) dzd% 分别为

1

n

fj P(^,y,2)djdz = limg P(^,t?£,^) (

n

fj Q(xyy,z)dzdx =limj^ QU{ tVi 9^) ( AS,) zx.

以上三个曲面积分也称为第■==：_ _两积分.
我们指出，当PO，}^)、^%，/，^：)与/?0，y，2)在有向光滑曲面乏上连续 

时，对坐标的曲面积分是存在的，以后总假定户乂与/?在丨上连续.
在应用上出现较多的是

JJ P(x,y,z)dydz + Jj Q(x fy fz) dzdx + jj R(x ,y,2) dxdy

J 2 2

这种合并起来的形式.为简便起见，我们把它写成
JJ P{x,y ,z) dydz + Q{x ,y ^z) ckd% + R{x ,z) ckdy. 

s

例如，上述流向三指定侧的流量少可表示为
<P = ^ P{x ,y ,z) dydiz + Q(x ,y ,z) dzdx + R(x yy yz) dxdy.

V

如果2是分片光滑的有向曲面，我们规定函数在i：上对坐标的曲面积分等 

于函数在各片光滑曲面上对坐标的曲面积分之和.
对坐标的曲面积分具有与对坐标的曲线积分相类似的一些性质.例如：
(1)如果把万分成毛和奚，那么

jj" Pdydz + Qdzdx + /Mxdy 

x

=J Pdydz + QAzdiX + /?d^dy + J Pdydz 4- Qdz^x + 7?tkdy. (5 - 1)
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第五节对坐标的曲面积分

公式(5 - 1)可以推广到五分成毛，忑，…，足几部分的情形• 
(2)设万是有向曲面表示与乏取相反侧的有向曲面，则

J P(x,yfz)dydz = ~ J P(^,y,z)djdz,

i- 2

H Q(x,yfz)dzdx = ~ jj Q(x ,y ,z)dzdx, (5-2)

H R(x,yJz)dxdy = ~ J R(x,y,z)dxdy.

(5 -2)式表示/当积分曲面改变为相反侧时，对坐标的曲面积分要改变符
号.因此关于对坐标的曲面积分，我们必须注意积分曲面所取的侧.

这些性质的证明从略•

二、对坐标的曲面积分的计算法

设积分曲面2是由方程2=2(>，：r)所给出的曲面上侧，工在xQr面上的投影 

区域为函数；2 = z(%，y)在i^y上具有一阶连续偏导数，被积函数尺y，d在 

I：上连续.
按对坐标的曲面积分的定义，有 .

n

^ R{x ,y ,z)diX^y - lim Rd，Vi，D (△乂 )巧.

因为乏取上侧，cos 7 > 0，所以
() xy =

又因是五上的一点，故从而有 

令各小块曲的直径的最大值^一0威i式两端的极限，就得到
J R(x,y,z) dxdy = ^R[oc ,y ,z{x ,y) ] d^cdy.

这就是把对坐标的2曲面积分化为二重義分的公式.公式(5 _3)表明，计算曲面 

积分J[ /?(A：，：r，z)(kdy时，只需将其中变量z换为表示2的函数，然后在
X

玄的投影区域上计算二重积分即可.
必须注意，公式(5 - 3 )的曲面积分是取在曲面2上侧的，如果曲面积分取 

在5的下侧，这时cos 7 <0,那么

(AS丄v = - ( Ao■丄”

从而有
• 227 •
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第十一章曲线积分与曲面积分

J R{x ,z) = ~ jj ^[x9y,2(x,y) ] d^cly.
£ Dxr

类似地，如果三由a； =<y，z)给出，那么有

Jj P(x,y,2)dydz= ± J P[x(y,z) ,y,z]dydz,

(5-3')

(5-4)
Dyz

等式右端的符号这样决定：积分曲面i：是由方程所给出的曲面前侧， 
即cos a >0,应取正号；反之，I：取后侧，即cos 0：<0,应取负号.
如果叉由y = 幻给出，那么有

Q(x ,y ,z)dzdx = ± J Q[x ,y{z ,x) ,z] dzd^;, (5-5)

等式右端的符号这样决定：积分曲面2是由方程：K=:;Kn）所给出的曲面右侧，
即cos 0>0,应取正号;反之，$敢左侧，即COS#<0,应取负号.
例1计算曲面积分,

JJ x2dydz +y2dzdx +/d^dj,
I

其中X是长方体的整个表面的外侧，D = i （x,yfz） l0^A；^a,0^y<6,0^

解把有向曲面之分成以下六部分：
忑4 = 0 （0彡彡6）的上侧，

吴:2=0 （0彡x彡a，0彡;）^6）的下侧，

冬a=a （0彡y彡6,0彡2：彡c）的前侧，

足：无=0 （0彡y彡6,0彡z彡c）的后侧， 

h = b （0彡a;彡a，0彡2：彡c）的右侧，

^6：r =0 （0彡x$a，0彡2彡C）的左侧.
除吴、足外，其余四片曲面在:K>z面上的投影为零，因此

J ^2dydz = J x2dydz+ IT x2dydz.

应用公式（5-4）就有
^4

类似地可得

dydz= J a2dydz- J 02dydz = a2be.

y2 dzdx =b2ac, J z2dxdy = c2ab. 
s

于是所求曲面积分为（a + b + c）abc. 
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第五节对坐标的曲面积分

例2 计算曲面积分j ^zckdy，其中2是球面
I

x2+y2 +22 =1外侧在％彡0,7彡0的部分.
解把万分为名和奚两部分（图11 -24），琴 

的方程为
之1 -//l - x2 - y2,

奚的方程为
Z2 ^/\ -x2 -y1. 图 11 -24

cyzdxdy = J xyzdxdy + J xyzdxdy.

^2

上式右端的第一个积分的积分曲面足取上侧，第二个积分的积分曲面琴取下 

侧，因此分别应用公式（5 -3）及（5 -3'），就有

xyzdxdy = ^ xy — x2 — y2dxdy - J" - x. — j )cUdy

1 d” D*y

= 2 J xy - y2d^dy.
Dxy

其中I）#是名及；在％办面上的投影区域，就是位于第一象限内的扇形/ 

（x多0，y>0）.利用极坐标计算这个二重积分如下：

2 Wxy ^/l - x2 - y2dxdy =2 J p2sin Ocos d ^~~p odpd0

Dxy Dxy

sin ie^ejop3 yi ~ p2 =i
2__2_ 
15 =l5,

从而
cyzdixdiy

15.

三、两类曲面积分之间的联系

设有向曲面2由方程z = 给出:在⑷r面上的投影区域为A”函数
0，；r）在z^y上具有一阶连续偏导数，丑（心/，2）在2上连续.如果五取上侧， 

那么由对坐标的曲面积分计算公式（5-3）有
J[ R{x ,y ,z） ]d^dy.

z -z

229

john
新建图章



第十一章曲线积分与曲面积分

另一方面，因上述有向曲面五的法向量的方向余弦为

cos a zx
.,cos p Zr

V1 +z* +zl 0-
故由对面积的曲面积分计算公式有

V1+4+4

J R(x,y,z)cos ydS = JT R[x,yfz(x,y) Jdxdy.

^ DXy

由此可见，有

J R{x,y,z)dixdy = J ,2) cos ydS.

芝 s

如果五取下侧，那么由式(5-3')有
J R(x,yiz)dxdy= - J j,z(^,r) ] d^dj.

(5-6)

:，因此(5 -6)式仍成立.但这时cos -y =- - -

类似地可推得

Jp(^,j,^)djdz= Jp(x，x9z)cos ad5, (5-7)

J Q(xfy9z)dzdx= If Q(x,y,z) cos jBdS. (5-8)

^ . 1

合并(5-6)、(5-7)、(5-8)三式，得两类曲面积分之间的如下联系：
JPdydz + Qdzdx + Rdxdy = J( PC0S a + (?cos J3 + Rcos y) dS, 

x 1

(5-9)
其中cos a、coS々与cos y是有向曲面$在点(心^)处的法向量的方向余弦. 

两类曲面积分之间的联系也可写成如下的向量形式：

或

Jj A • dS = Jj A • ndS

^ 1

(5-10)

Jl A • dS= Jj AndS, (5-10，)

其中4 = (P，Q，R、，n = (cos a,cosyS,cos y)为有向曲面万在点(％，y，2)处的单位

法向量，肋=||狀=(办心，心(^，(^7)称为有向曲面元人为向量A在向量w上 

的投影.
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第五节对坐标的曲面积分

例3计算曲面积分([(/ +x)dydz -zckdy，其中2是旋转拋物面么

士+/)介于平面2=0及z =2之间的部分的下侧.

解由两类曲面积分之间的联系(5-9)，可得

J (z2 +x)dydz = J (/ + x) cos adS = J (z2 + x)::

-S 芝 芝

在曲面2上，有

cos a = cos y
yi +%2 + / 7l +x2 +y2

故
(z2 + x) dydz - zdxdy = If [(z2 + ^) ( - ^) -z] dxdy.

再按对坐标的曲面积分的计算法，便得

J (z2 +x) dydz - zdxdy 

s

=-| {[+(/ +/)2 +^] - ( -x) -士O2 +/)卜:K.
Dxy

注意到J ~^(x2 +/)2心办=0,故
Dxy

([(z2 +x) dydz-zdxdy = j[ [ a:2 + 士O2 + y2) ] 

s
=JX |p2cos20+Yp2jpdp=8Tr.

习题11 -5

1. 按对坐标的曲面积分的定义证明公式
±P2(^r^)]djdz= |F1(x,r,z)dyd,± |p2(^y,Z)drdz.

2. 当J：为面内的一个闭区域时，曲面积分f办与二重积分有什么关系？
X

3. 计算下列对坐标的曲面积分：
(1) |'/y2Z(kdy，其中三是球面/ 的下半部分的下侧；
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第十一章曲线积分与曲面积分

(2) | zdxdy + xdydz + ydzdx，其中I：是柱面^ = 1被平面z = 0及z = 3所截得的在第

一卦限内的部分的前侧；
(3) J" [/( x, y, z) + x] djdz + [2f(x,y,z) + y] (kcb + [f(x,y,z) + z] dxdy，其中

/U，;r〆)为连续函数，i：是平面a：+ z = i在第四卦限部分的上侧；
(4) fwtkdy+vdydz+FdzdA；，其中2是平面 x=0,y = 0,z =0,x +y +z = 1 所围成的空

I

间区域的整个边界曲面的外侧.
4.把对坐标的曲面积分

JJ P(xty,z)dydz + Q(x,y,z)dzdx +R(x,y,z)dxdy 

化成对面积的曲面积分，其中

(1) 了是平面k + 在第一卦限的部分的上侧；
(2) 三是抛物面2 =8-(/+〆)在面上方的部分的上侧.

第六节高斯公式*通量与散度

一、高斯公式

格林公式表达了平面闭区域上的二重积分与其边界曲线上的曲线积分之间 

的关系，而高斯(Gauss)公式表达了空间闭区域上的三重积分与其边界曲面上的 

曲面积分之间的关系，这个关系可陈述如下:
定理1设空间闭区域/2是由分片光滑的闭曲面J：所围成，若函数 

户Ou)、＜?0，y，d与丑0，y，d在/2上具有一阶连续偏导数，则有

或

dP dQ dR\ , rr~^Hjdv=势 Pdydz + (?dzdx +
J

(6-1)

I ( S ++ f) d" = | ( Pcos a + ^cos ^ + r)d5, (6-1，)

这里Z是/2的整个边界曲面的外侧，cos a、cos yS与cos *y是2在点(a;，y，z)处的 

法向量的方向余弦.公式(6-1)或(6-r)叫做’

证由公式(5 -9)可知，公式(6 _1)及(6 -1，)的右端是相等的，因此这里 

只要证明公式(6 _1)就可以了.
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设闭区域在xOy面上的投影区域为A，..假定穿过内部且平行于2轴的 

直线与D的边界曲面2的交点恰好是两个.这 

样，可设2由名，奚和名三部分组成（图 

11-25），其中名和；分别由方程2=^（%，：^
和 z = 22（AJ，y）给定，这里 zx{x,y） ^z1{xiy） yXx 

取下侧，足取上侧，冬是以的边界曲线为准 

线而母线平行于z轴的柱面上的一部分，取 

外侧.
根据三重积分的计算法，有

dR■dv
Dxy

2Vz=z1(x^)

图11 一

(6-2)

la,
n

=J \R\_x ,y ,z2{x ,y)^\ - R[.x, ,2^ (A；,y) ] | d^dy.

D^y

根据曲面积分的计算法，有
IT R{x yy yz) Axdiy = ~ J ^ > J j^i ( ^ »t) ]

it Dx>

JT Rix.y^z) dxdy = |[ R[x fy iz2(x ,y) ]dxdy. 

i2 Dxy

因为&上任意一块曲面在面上的投影为零，所以直接根据对坐标的曲面积
分的定义可知

I R(x,y1z)dxdy=0.

芝3

把以上三式相加，得
lR（x,y,z）dxdr = l\R[xiyM^y）} - 如办.（6 一3）

2 Dxy

比较（6-2）与（6 _3）两式，得
dR
~d^

dv = cffi R{x yy ,z) d^dy.

如果穿过/2内部且平行于$轴的直线以及平行于^轴的直线与O的边界
曲面I：的交点也都恰好是两个，那么类似地可得

Of dP
-dv 

dx

dy

|5 P(xfy,z)dydz, 

I

j| Q{x,y,z)^zdiX
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把以上三式两端分别相加，即得高斯公式(6-1).
在上述证明中，我们对闭区域D作了这祥的限制，即穿过内部且平行于 

坐标轴的真线与的边界曲面I：的交点恰好是两点.如果不满足这样的条 

件，可以引进几张辅助曲面把分为有限个闭区域，使得每个闭区域满足这样 

的条件，并注意到沿辅助曲面相反两侧的两个曲面积分的绝对值相等而符号相 

反，相加时正好抵消，因此公式(6-1)对于这样的闭区域仍然是正确的.
例1利用高斯公式计算曲面积分

^ (x -y)dxdy + (y -z)xdydzf

其中三为柱面A；2 +r2 = 1及平面i =0，Z = 3所围成的空间闭 

区域的整个边界曲面的外侧(图11-26).
解因

dP
~d^ f=o’f=o.

利用高斯公式把所给曲面积分化为三重积分，再利用柱面坐 

标计算三重积分，得
^ (x ~ y) ^xdy + (y - z)xdy6.z

=H ( y _ z) dxdydz =见(psin 6 -2)pdpd0dz

图 11 -26

^0 I pdpl (psin 6 - z)Az 9tt

例2利用高斯公式计算曲面积分
(^2 cos a + y2 cos (3 + z2 cos y ) d5,

1

其中2为锥面i2 +/ =/介于平面z=0及平面2 = 6 (/i >0)之间的部分的下 

侧，cos ICOS月与C0S 7是^•在点处的法向量的方向余弦.

2解2因曲面万不是封闭曲面，故不能直接利用高斯公式.若设奚为z =
h h2+/S712)的上侧，则三与名一起构成一个封闭曲面，记它们围成的空伺 

闭区域为*0,利用高斯公式，便得
§ (^2cos a+y2cos/3+22cos y)d5 

= 2j}f (x +7+^)dv=2 J dxdy (x+y+z)dz,
Dxy

其中 = I U，y) k2注意到
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dxdy

Dxr

(x + j) dz =0

而

2.2 1 4券(a:2cos a+y2cos )8+/cos y) d5 = jj (h2 -x -y1) d^dj = —tt/i4.

2+2i Dxy

J (/cos a +/cos p +z2cos y)dS= J z2d5 = J h2dxdy = Tih\

因此
Jf (re2cos a + J1 cos p + z2cos y) d5 - Trh4 = - —r^h4.

例3 2设函数Mtyy)和〃0，y，d在闭区域P上具有一阶及二阶连续偏导 

数，证明

| uAvdxdydz = f 及盖必-| ( dudv+dudv+du ^如办心， 
dx dx dy dy dz dz)

其中石是闭区域D的整个边界曲面，g为函数v(x，y，z)沿万的外法线方向的方
向导数.符号A=-^t+-^+七称为拉普拉斯(Laplace)寒无.这个公式叫做资 

dx dy dz ■ '

第一舍左
为方向导数

—=—cos a + —cos ^ + ~~cos 7» 
dn dx dy dz

其中cos a、cos 0与cos y是I；在点U，y，<z)处的外法线向量的方向余弦.于是曲 

面积分
I „ gdS = | u( geos a + geos p + geos r) dS

利用高斯公式，即得
<fi u —dS 
3/ dn

4[i(^a^(^)+i(wS)]d^
n

f, ffr/dudv du dv t du dv\ A A A—谛 +1 fc S5+否 d 崎dz，
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将上式右端第二个积分移至左端便得所要证明的等式.

‘二、沿任意闭曲面的曲面积分为零的条件

现在提出与第三节第二目所讨论的问题相类似的问题，这就是:在怎样的条 

件下，曲面积分

J Pdydz + Qdzdx + Rdxdiy

与曲面2无关而只取决于石的边界曲线？这问题相当于在怎样的条件下，沿任 

意闭曲面的曲面积分为零？这问题可用高斯公式来解决.
先介绍空间二维单连通区域及一维单连通区域的概念.对空间区域G,如果 

G内任一闭曲面所围成的区域全属于G,则称G是窆同:1维单连通区:啤;如果G 

内任一闭曲线总可以张成一片完全属于G的曲面，^连通区 

良例姆丽贼随概触n维单舰w，又駐 

面所围成的区域是空间二维单连通的，但不是空间一维单连通的；两个同心球面 

之间的区域是空间一维单连通的，但不是空间二维单连通的.
对于沿任意闭曲面的曲面积分为零的条件，我们有以下结论：
定理2设G是空间二维单连通区域，若/＞（〜＞%2）、（?（^7,2）与丑（;^4,2） 

在G内具有一阶连续偏导数，则曲面积分

J Pdydz + Qdzdx + Rdxdy
X

在G内与所取曲面I:无关而只取决于2的边界曲线（或沿G内任一闭曲面的曲 

面积分为零）的充分必要条件是

dx dy dz (6-4)
在G内恒成立.
证若等式（6 -4）在G内恒成立，则由高斯公式（6 _1）立即可看出沿内的 

任意闭曲面的曲面积分为零，因此条件（6 _4）是充分的.反之，设沿G内的任一闭 

曲面的曲面积分为零，若等式（6 -4）在G内不恒成立，就是说在内至少有一占 

辑使得 ^
dP dQ dR'
- +- - H- - -
dx dy dz ▲

#0，

仿照第三节第二目中所用的方法，就可得出G内存在着闭曲面使得沿该闭曲面 

的曲面积分不等于零，这与假设相矛盾•因此条件（6 _4）是必要的.证毕.
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#三、通量与散度

设有向量场
A(x,y,z)=P(x,y,z)i + Q(x,yfz)j + R(x,y,z)k,

其中函数P、<?与均具有一阶连续偏导数，2是场内的一片有向曲面，w是.三 

在点(x，:r，z)处的单位法向量，则积分
Ja • ndS
2

称为向量场A通过曲面2向着指定侧的邊里(或經量).
由两类曲面积分的关系，通量又可表达为

JTa • ndS = • dS = J'Pdydz + pdzdx + Rdxdy.

i s 2

例4求向量场4=>^ + /&穿过曲面石流向 

上侧的通量，其中石为柱面y2 +/ = 1 O彡0)被平 

面x =0及％ = 1截下的有限部分(图11-27).
.解曲面I：上侧的法向量可以由

/0,7，:) =72+z2 

的梯度▽/得出，即

(1-1,0)

图 11 -27

▽/ 2xf + 2zk
yj

IV/I 7(27)2 + (22：)

在曲面乏上，
A • n = j1 z +z3 =z(y2 +z2) 

因此，A穿过I：流向上侧的通量为.

f +zk (yz +z2 = 1).

1- ndS
Dxy

2.

下面我们来解释高斯公式

dx dy dz J
Pdydz + Qdzdx + Rdxdy (6-1)

的物理意义.
设在闭区域上有稳定流动的、不可压缩的流体(假定流体的密度为U的
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速度场
奴(无，7,2) =P(x,y,z)i + Q{x,y,z)j + R{x,y,z)k,

其中函数P、Q与R均具有一阶连续偏导数，I：是闭区域的边界曲面的外侧，w 

是曲面2在点(％，y，z)处的单位法向量，则由第五节第一目知道，单位时间内流 

体经过曲面2流向指定侧的流体总质量就是
v • ndS vndS = J* Pdydz + Qdzd尤 +

因此，高斯公式(6 - 1)的右端可解释为速度场t；通过闭曲面I：流向外侧的通 

量，即流体在单位时间内离开闭区域的总质量.由于我们假定流体是不可压 

缩且流动是稳定的，因此在流体离开的同时，内部必须有产生流体的“源 

头”产生岀同样多的流体来进行补充.所以高斯公式(6 - 1)的左端可解释为分 

布在/2内的源头在单位时间内所产生的流体的总质量.
为简便起见，把高斯公式(6-1)改写成

卜 f ^d5.

以闭区域的体积P除上式两端，得

■Kf(s 令 fh V
vndS.

上式左端表示O内的源头在单位时间单位体积内所产生的流体质量的平均值. 

应用积分中值定理于上式左端，得

dP + dQ+§R；

dx dy dz t V

这里是内的某个点•.令/2缩向一点M(x,y,z)，取上式的极限，得

dx By dz n->M VjJ
I

上式左端称为速度场r；在点M的邊或雙g，记作div t；(M)，即
diw(M)=^+^h

dx dy dz'

div t;(M)在这里可看做稳定流动的不可压缩流体在点M的罈朱彈度•在 

div v(M) >0的点处，流体从该点向外发散，表示流体在该点在 

div v(M) <0的点处，流体向该点汇聚，表示流体在该点处有吸收流体的负源 

(又称为汇或洞)；在div v(M) =0的点处，表示流体在该点处无源.
对于一般的向量场
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AO，y，z) =P(x,yyz)i + Q(x,y,z)j + R(x,y,z)k9

叫做向量场A的散度，记作div A，即 
dx dy dz - -

J. . dP dQ dR

,. dx dy dz

利用向量微分算子的散度div A也可表达为▽ • A，g卩
div A = V • A.

如果向量场A的散度div A处处为零，那么称向量场A为g- 

例5求例4中的向量场A的散度.
解 div A = V • A = —(yz) + —(z2) = z + 2z = 3z. 

dy dz

利用向量场的通量和散度，高斯公式可以写成下面的向量形式
|| div Adv = JJ /4ndS
n s

或

(6-5)

(6-5，)j|| V • Adi; = JJ And5. 
n s

高斯公式(6-5)表示：向量场4通过闭曲面I：流向外侧的逋量等于向量场 

A的散度在闭曲面I：所围闭区域上的积分.

习题 11 -6

1.利用髙斯公式计算曲面积分：
(1) #;c2dyd2+/dzck +z2ckdy，其中茗为平面欠=0，：k = 0，z =0，x = a，y = a，z = a 所围成

I

的立体的表面的外侧；
*(2)莽；《：3(1>^2+73(12：(^+23(1：»：(17，其中三为球面；》；2+72+2：2=<12的外侧；

S

* (3 ) ^ xz2AyAz + {x2y - z3 ) dzdA； + ( 2xy + y2 z ) d^dj,其.中五为上半球体

/a2-尤W +y2^a2的表面的外侧；

(4) fxdydz + ydzck+zckdy，其中i：是界于2 = 0和2=3之间的圆柱体/ +/彡9的整个 

2.

表面的外侧；
(5) ^ 4xzdydz — y1 Azdx + yzdxdy，其中 I 是平面欠= 0，y=0，z=0，x = l,y = l，z = l 所围成
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的立方体的全表面的外侧.
*2.求下列向量A穿过曲面2流向指定侧的通量： . .
(1) A +4十町/:，！：为圆柱x2 +/<a2 的全表面，流向外侧；
(2) A = {2x-z)i + X2 yj - xz2k,X为立方体0$x$a，0各y彡a，0在2<a的全表面，流向 

外侧；
(3) A = (2x+3z)i-(xz+y)j+(y2 +2Z)H'是以点(3, - 1，2)为球心，半径/? = 3的球 

面，流向外侧.
•3.求下列向量场A的散度：
(1) A = (^2 +yz)i + {y1 +xz)j + {z2 +xy)k\

(2) A = exyi + cos(xy)j + cos(xz2)k；

(3) A =yzi + xyj + xzk.

4.设是两个定义在闭区域上的具有二阶连续偏导数的函数，七、
dn

依次表示u(x,y,z)、〃(x，y，z)沿J的外法线方向的方向导数.证明：

Jj" ( uAv - vAu ) d^djdz ^ ^ ~ v j d5,

其中2是空间闭区域的整个边界曲面.这个公式叫做
•5.利用髙斯公式推证阿基米德原理:浸没在液体中的压力的合力(即浮 

力)的方向铅直向上，其大小等于这物体所排开的液体的重力•

第七节斯托克斯公式*环流量与旋度

一、斯托克斯公式

斯托克斯(Stokes)公式是格林公式的推广.格林公式表达了平面闭区域上的二 

重积分与其边界曲线上的曲线积分间的关系，而斯托克斯公式则把曲面X上的曲面 

积分与沿着万的边界曲线的曲线积分联系起来.这个联系可陈述如下：
定理1设尸为分段光滑的空间有向闭曲线，2是以尸为边界的分片光滑 

的有向曲面，r的正向与万的侧符合右手规则①，若函数 

丑(x，y，d在曲面2 (连同边界厂)上具有一阶连续偏导数，则有
dQ dP'叫 f-S 卜 dx dy

dxdy

①就是说，当右手除拇指外的四指依厂的绕行方向时，拇指所指的方向与2上法向量的指向相同. 
这时称r是有向曲面i；的正向边界曲线.
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Pdx + Qdy + Rdz. (7-1)

公式(7 - 1)叫做斯托克斯公式.
证先假定万与平行于z轴的直线相交不多于一点，并设三为曲面2 = 

/hj)的上侧，!：的正向边界.曲线尸在⑷:K面上的投影为平面有向曲线C，C所 

围成的闭区域为(图11 -28). "
我们设法把曲面积分

—dzdx-—dxdy
JJ dz by 】

化为闭区域上的二重积分，然后通过格林公式使它与 

曲线积分相联系.
根据对面积的和对坐标的曲面积分间的关系，有

1S
2

dzdx - ^-dxdy = J (受cos /3 一 尝(308 y) d5.

dy

I：:z=f{x,y)

图 11 -28

(7-2)

由第九章第六节知道，有向曲面五的法向量的方向余弦为
-fx n ~fy 1

cos a cos p = cos y

(7-3)

因此cos月=-/rcos 7,把它代入(7 _2)式得

lfd2d"'^dr= - |(芸+&卜㈣，
2 S

即

ffd^-^dr= ■ f (芸+&hdy.
I s

上式右端的曲面积分化为二重积分时，应把中的^用/(hr)来代替. 

因为由复合函数的微分法，有

所以，(7 - 3)式可写成
jj ^-dzdx - ^dxdy = - J -^~P[x ,y ,f(x ,y) ] d^dy.

Z ^ ^ D*y ^

根据格林公式，上式右端的二重积分可化为沿闭区域2^的边界C的曲线积分 

- J y-P[x,y,/(xfy) ]dxdy = ^ P[xyyJ(x,y) ] d^;,

Dxy
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于是

1 fd▲-罢ckdy PU，y’/(x，y)］如.

因为函数P|>，y，/（A!；，y）］在曲线（：上点（x，y）处的值与函数P（A；，y，2）在曲线r 

上对应点（x，y，d处的值是一样的，并且两曲线上的对应小弧段在％轴上的投影 

也一样，根据曲线积分的定义，上式右端的曲线积分等于曲线厂上的曲线积分

^{x.y^z）^% .因此，我们证得 

1 fz^x-fy^y P{x,y,z)^x. (7-4)

如果乏取下侧，r也相应地改成相反的方向，那么（7 -4）式两端同时改变 

符号，因此（7 _4）式仍成立.
其次，如果曲面与平行于z轴的直线的交点多于一个，那么可作辅助曲线把 

曲面分成几部分，然后应用公式（7 -4）并相加.因为沿辅助曲线而方向相反的 

两个曲线积分相加时正好抵消，所以对于这一类曲面公式（7 -4）也成立.
同样可证

|

{$dydi
把它们与公式（7 -4）湘加即得公式（7 - 1）.证毕.
为了便于记忆，利用行列式记号把斯托克斯公式（7-1）写成

—= c 
dz / j

fr肿，

—dzd^;=( 
dx .

f Rdz.

dydz dzdx dxdy

_d_ A A.
Bx by dz

P Q R

Pdx + ^dr + Rdz

把其中的行列式按第一行展开，并把^与丑的“积”理解为^5，土与 <2的“积，，理
OJ dy dz

解为$等等，于是这个行列式就“等于”
OZ

)dydz+(S'!f)d"d"+(S'^)d"d7-/ dR dQ 
\~dy~^

这恰好是公式（7-1）左端的被积表达式.
利用两类曲面积分间的联系，可得斯托克斯公式的另一形式
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第七节斯托克斯公式4环流量与旋度

cos a COS p cos y

_d_ ! d_
Jx dy Yz
P Q R

dS = (I) P6.X + Qdy + Rdz ,

其中it = (cos a,cos pfcos 7)为有向曲面三在点(x，：r，z)处的单位法向量.

如果I：是面上的一块平面闭区域，斯托克斯公式就变成格林公式•因 

此，格林公式是斯托克斯公式的一种特殊情形.
例1利用斯托克斯公式计算曲线积分+%dy +y<k，其中厂为平面x +

y+z = l被三个坐标面所截成的三角形的整个边界，它 

的正向与这个平面三角形i：上侧的法向量之间符合右 

手规则(图11 -29).

解按斯托克斯公式，有
zdx + xdy + ydz = J dydz + dzdx + d^dy.

i

而
J dydz = Jdcr =
X D,z

dzdx = dor =1(

2， 

1
Y5

图 11 -29

Dzx

^dxdy = J da- = 士，

S Dxyr

其中Dyz、Dzx与分别为万在yOz、zOx与Wy面上的投影区域，因此

f zdx + xdy + ydz = -y-.

例2利用斯托克斯公式计算曲线积分
/ =丰(y2 -z2)dx + (zz -x2)dy + (x2 - y2) dz,

其中r是用平面欠+7+2 = |截立方体1(^;，：)^)|0彡^:彡1，0<3^1，0公:^11的 

表面所得的截痕，若从轴的正向看去，取逆时针方向(图11 -30(a) )• 

解取五为平面无+y+z ■|•的上侧被r所围成的部分，$的单位法向量

n =丄(1，1，1)，即cos a = cos )3 = cos y = jz.按斯托克斯公式，有 

V3 a/3
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V3

_a_ j9_

dy dz

-x2 x2 - y

d5 =_M (x +y + z) d5.

JdS= -2V3 I^d^dy
2 Dxy

因为在上上•，故

/=-A.A 
# 2

其中Dxy为乏在xOy平面上的投影区域(图11 -30(b) )，crxy为\的面积，因

crxy = 1 -2 x - 

故

’=-吾

4

(0,0,1)

(1，0,0)

⑻

图 11 - 30

/二、空间曲线积分与路径无关的条件

在第三节中，利用格林公式推得了平面曲线积分与路径无关的条件.完全类 

似地，利用斯托克斯公式，可推得空间曲线积分与路径无关的条件.
首先我们指出，空间曲线积分与路径无关相当于沿任意闭曲线的曲线积分 

为零.关于空间曲线积分在什么条件下与路径无关的问题，有以下结论：
定理2设空间区域G是一维单连通域，若函数尸与

丑UjJ)在G内具有一阶连续偏导数，则空间曲线积分J^Pdx + (?dy+i?ck在G
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第七节斯托克斯公式‘环流量与旋度

(7-5)

内与路径无关（或沿G内任意闭曲线的曲线积分为零）的充分必要条件是
dP_dQ dQ_dR §R = dP 

dy dx ’ dz dy， dx dz

在6：内恒成立.
证如果等式（7-5）在G内恒成立,那么由斯托克斯公式（7 -1）立即可看出， 

沿闭曲线的曲线积分为零，因此条件是充分的.反之，设沿G内任意闭曲线的曲线积

分为零，若G内有一点似。使（7 -5）式中的三个等式不完全成立，例如不妨 

假定

■S）,n=77>0-
过点财。（％，：^。，4）作平面

\ UJ /

并在这个平面上取一个以似o为圆心、半径足够 

小的圆形闭区域尺，使得在尺上恒有

dx dy 2

设y是尺的正向边界曲线.因为7在平面2=2。上，所以按定义有
Pdx + Qdy + Rdz = （f Pdx + Qdy.

又由（7 - 1）式有

| pd^ + （?dr +/?（!,= Jf （尝-芸卜岭矛.〜
K

其中fT是尺的面积，因为7? >0，C7 >0,从而

^ Pdx + Q^y + > 0.

这结果与假设矛盾，从而（7 -5）式在G内恒成立.证毕.
应用定理2并仿照第三节定理3的证法，便可以得到 

定理3设区域G是空间一维单连通区域，若函数户（^，^，2）、^（^，^，。与 

/?（%，：）^）在G内具有一阶连续偏导数，则表达式尸如+ （?办+ /^在G内成为某 

一函数Mhyy）的全微分的充分必要条件是等式 

（7-5）在G内恒成立;当条件（7 -5）满足时，这函 

数（不计一常数之差）可用下式求出：

;(W)
，（夂，y，0

Pdx + <?dy + Rdz
M0(x0,y0,z0)

i（*o，yo,zo）

（7-6）

或用定积分表示为（按图H -31取积分路径，且此

M{x,y,z)

图 11 -31
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第十一章曲线积分与曲面积分

积分路径在e内)
u(x,y^) = f P(x fy0 ,z0) dx + f Q(x,yfz0)dy + f R(xfy,z)dz. (7 — 6’)

办o Jyo 上o

其中内某一定点，点MUj#) eG.

'三、环流量与旋度

设有向量场
= P(xJy,z)i + Q(x,y,z)j +R(x,y,z)k,

其中函数/\<?与尺均连续，厂是A的定义域内的一条分段光滑的有向闭曲线，T 

是尸在点(％，y，z)处的单位切向量，则积分

丰 A • Tds

称为向量场A沿有向闭曲线尸的环流量.
由两类曲线积分的关系，环流量又可表达为

- rds =么A • dr = ^ P(k + Qdy + 7?(k.

例3求向量场A = (i2 -：)0纟+4^+^沿闭曲线尸的环流量，其中尸为锥
面z=： 7^2 +/和平面2：=2的交线，从z轴正向看厂为逆时针方向.

解厂的向量方程为
r = 2cos 0i +2sin 0j + 2k, 0彡 0彡2订.

于是 '
A = (x2-y)i+4zj +x2k = (4cos2 6>-2sin 19) 1+87+ 4cos2 Ok, 

dr = ( — 2sin dd6)i + (2cos 0d0)j,

• A • rds A • dr 4tt.… JJ jq (- 8cos20sin 6 + 4sin2 6 + 16cos 9) dd

类似于由向量场A的通量可以引出向量场4在一点的通量密度(g卩散度) 

一样，由向量场4沿一闭曲线的环流量可引出向量场4在一点的环量密度或旋 

度•它是一个向量，定义如下：
设有一向量场

A(x^^z) =P(^，y^)i + Q(xtytz)j + R(x,yfz)k,

其中函数P、(？与7?均具有一阶连续偏导数，则向量

By dz)
dP dR\. dQ dP'

dx dy t
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第七节斯托克斯公式*环流量与旋度

称为向量场A的裤度，记作rotA，即
“ ldR dQ\ - （dP dR\

\dy dz I \ dz Bx）'

利用向量微分算子▽，向量场A的旋度rot A可表示为▽ x A ,即
/ k

(7-7)

rot A = V x A
_d_ _d_ _a_ 
dx dy dz

P Q R

若向量场A的旋度rot A处处为零，则称向量场A为秀戀务而一个无源且 

无旋的向量场称为调和场是物理学中另一类重要的向量场，这种场与调 

和函数有密切的关系•
例4求例3中的向量场A的旋度.

解

rot A = V x A
_d_

dx

j k

A A
dy dz

y 42

-Ai-2xj + k.

设斯托克斯公式中的有向曲面2在点处的单位法向量为
n = cos ai + cos （3 j + cos yk,

则

rot A*n = s7xA*n =

cos a cos /3 cos y

AAA
dx dy dz 

RP Q

于是，斯托克斯公式可以写成下面的向量形式
jj^rot A • ndS = • rds

或
][(rot A)n dS A d«s.

(7-8)

（7-8，）

斯托克斯公式（7-8）表示：向量场A沿有向闭曲线厂的环流量等于向量场A 

的旋度通过曲面3的通量，这里厂的正向与2的侧应符合右手规则.
最后，我们从力学角度来对rot A的含义作些解释.
设有刚体绕定轴Z转动，角速度为w，M为刚体内任意一点.在定轴Z上任取 

一点0为坐标原点，作空间直角坐标系，使z轴与定轴Z重合，则而点M
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第十一章曲线积分与曲面积分

可用向量/* = = 来确定.由力学知道，点M的线速度I；可表示为

由此有
i j k

v = 0 0 co = ( -a)x,cox,0),
x y z

而

v = (O x

i J k

0 0 CO =(

x y z

i 3 k

_d_

dx dy Tz
-coy (OX 0

rot t; = — — — = (0,0,2ct>) = 2(o.

从速度场v的旋度与旋转角速度的这个关系，可见“旋度”这一名词的由来.

习题11 _7

1.试对曲面I：:Z=^2 +/，/ +/^1^=/,(?=^,/?=22验证斯托克斯公式.
_ *2•利用斯托克斯公式，计算下列曲线积分：

(1) ^ydx +2：dy其中尸为圆周;c2 +y2 +z2 = a2，％ + y + 2 = 0，若从％轴的正向看去， 

这圆周是取逆时针方向；
(2) £ (:r-z)(k + (2-A；)dy + (% -y)ck，其中尸为椭圆 +y2 =a2,—+-4- = 1 (a>0,

JJ a b

6 >0)，若从％轴正向看去，这椭圆是取逆时针方向；

(3) 么hdudy+.yz2(k，其中厂是圆周？ +r =2z，ir =2,若从2轴正向看去，这圆周是 

取逆时针方向；
(4) ^2>^:+3^^-/心，其中厂是圆周x2 +y2 +z2 =9，z=0,若从2轴正向看去，这圆周

是取逆时针方向.
•3.求下列向量场溢的旋度：
(1) A = (2z - 3y) i + (3x - z)j + (y -2x)k；

( 2 ) A = ( 2 + sin y) f - ( 2 - a;cos y)j ；

(3 ) A = a;2sin yi + y2sin(xz)j + ^jsin( cos 2)k.

*4-利用斯托克斯公式把曲面积分JrotA • /zdS化为曲线积分，并计算积分值，其中Aa： 

及《分别如下：

(1) A =〆/ +巧y + i』为上半球面yi -x2 -/的上侧，/*是J：的单位法向量;
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总习题十一

(2) A = (y -z)i +yzj -xzk,X 为立方体 I 0,7,2)10<：»：在2,0彡：)^2,0<2：^21的表面外 

侧去掉Wy面上的那个底面，《是了的单位法向量.
•5.求下列向量场A沿闭曲线厂(从z轴正向看厂依逆时针方向)的环流量：
(1) A = -yi +xj + ck (c 为常量)，r 为圆周？ +/ = 1= 0;

(2) A = (x-z)i + (x3 +：^)</-3町:^，其中厂为圆周，=2- +/，z=0.

* 6.证明 rot(a+ft) =rot a+rot 6.

*7.设u = u(mz)具有二阶连续偏导数，求rot (grad u).

总习题十一

填空：

(1) 第二类曲线积分JrPdx + Qdy + Rdz化成第一类曲线积分是_ _ _ _ _，

其中a、j3、y为有向曲线弧厂在点处的_ _ _ _ 的方向角；

(2) 第二类曲面积分|>办心+ <?(1:：(1*+/?(^(17化成第一类曲面积分是_ _ _ _ _ _ ，其

I

中a、沒与7为有向曲面乏在点U，y，2)处的__ _ _ 的方向角.

则有(’ ).

(A) (f*dS=4 I卜dS
I Jh

(C) (fzdS=4 I卜dS

2. 下题中给出了四个结论，从中选出一个正确的结论
设曲面2是上半球面:/ +y2 +z2 = R2 (z^O)，曲面奚是曲面乏在第一卦限中的部分，

(B ) Jj* ydS =4 jl xdS 

(D) J xyzdS = 4 J xyzdS

"i ii ^ 工i.

3. 计算下列曲线积分：
(1) 表yV +;r2ds，其中L为圆周/ +y2 =似;

(2) J 2ds，其中尸为曲线 x = fcos f，y = tsin t，2r = t (0矣t矣O ;

(3) J (2a-y)dx+xdy，其中 L 为摆线:c = a(f - sin t)= a( 1 - cos t)上对应 f 从0到2<tt 

的一段弧；
(4) | (r2 _z2).d;c+2yzdy-/dz，其中尸是曲线尤=«，y = *2，：=严上由心=0到 = 1 的 

一段弧；

(5) J ( e*sin y -2y) dbc + (e*cos y -2)dy，其中 i/为上半圆周(尤 _ a) + y =.a，y>0沿逆 

时针方向；
(6) 其中T是用平面y = 2截球面/ +y2 +/ =1所得的截痕，从z轴的正向看
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第十一章曲线积分与曲面积分

去，沿逆时针方向.
4.计算下列曲面积分: 

d5(1)| -r；/ + /，其中乏是界于平面2 = 0及z =孖之间的圆柱面/ +/ =R2;

(2) jf ('/ -^)dydz + (z2 -x)Azdx + (x2 -y) dxdy，其中 为锥面2 = ^x2 + / (0彡 z^：h)

的外侧；
(3) J xdy&z + ydz^x +2ckdy，其中乏为半球面 z = ^R1 - x2 - y2的上侧；

1

(4) jf W2(kdy，其中i：为球面x2 +〆+22 =1 (a:彡0，y彡0)的外侧•

5. 证明:^^2：在整个X0y平面除去y的负半轴及原点的区域c内是某个二元函数的 

全微分，并求出一个这样的二元函数.
6. 设在半平面％＞0内有力-•4(w + ;k/)构成力场，其中&为常数，p= v^TT■•证

P
明在此力场中场力所作的功与所取的路径无关.

7-设函数/(4在(-00，+«0内具有一阶连续导数，L是上半平面(:K＞0)内的有向分段 

光滑曲线，其起点为(a，6)，终点为(cw).记
’=[+ yzf(xy)^^x +-rly'Axy) - i ]dy,

JL y y •

(1) 证明曲线积分/与路径无关；
(2) 当^ =以时，求/的值.

8. 求均匀曲面2 = /a2 - X2 -:K2的质心的坐标.
9. 设“(hr)与〆A；，y)在闭区域Z)上都具有二阶连续偏导数，分段光滑的曲线 

正向边界曲线.证明：

(1) |" vAudxdy = - J ( grad u - grad v) d^dy + ^v~ds

(2) Jf ^ u^v ~ vAu) dxdy = ^ ^ u — v -^jds,

其中S与分别是u与〃沿L的外法线向量n的方向导数，符号△=丄~ 称二维拉普拉
dx2 dy2

斯算子.
•10.求向量A “:^ + :无通过闭区域/^丨(x,y,z) 100《1，0矣^1，0公＜1丨的边

界曲面流向外侧的通量.
11.求力F=y /+Z7 +a: A：沿有向闭曲线尸所作的功，其中尸为平面x+;K+z = l被三个 

坐标面所截成的三角形的整个边界，从2轴正向看去，沿顺时针方向.
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第十二章无穷级数

无穷级数是高等数学的一个重要组成部分，它是表示函数、研究函数的性质 

以及进行数值计算的一种工具.本章先讨论常数项级数，介绍无穷级数的一些基 

本内容，然后讨论函数项级数，着重讨论如何将函数展开成幂级数和三角级数的 

问题.

第一节常数项级数的概念和性质

一、常数项级数的概念

人们认识事物在数量方面的特性，往往有一个由近似到精确的过程.在这种 

认识过程中，会遇到由有限个数量相加到无穷多个数量相加的问题.
例如计算半径为丑的圆面积具体做法如下:作圆的内接正六边形，算出 

这六边形的面积七，它是圆面积4的一个粗糙的近似值.为了比较准确地计算 

出4的值，我们以这个正六边形的每一边为底分别作一个顶点在圆周上的等腰 

三角形（图12-1），算出这六个等腰三角形的面积之和七.那么〜（即内接 

正十二边形的面积）就是4的一个较好的近似值.同样地，在这正十二边形的每 

一边上分别作一个顶点在圆周上的等腰三角形，算出这十二个等腰三角形的面 

积之和％.那么A +a2+a3 （即内接正二十四边形的面积）是4的一个更好的近 

似值.如此继续下去，内接正3 x2n边形的面积就逐步逼近圆面积：
«ctj , + a2 , A~ctj +a2+tt3，“.，

A^ax + a2 + ••- + an.

如果内接正多边形的边数无限增多，即ri无限增大，那么和 

ai +a2 + — +a„的极限就是所要求的圆面积儿这时和式中 

的项数无限增多，于是出现了无穷多个数量依次相加的数 

学式子.
一般地，如果给定一个数列

，w2，u3,…，，…，

那么由这数列构成的表达式
uv + u2 +u3 + ••- + u„ + .••

图 12

(1-1)
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第十二章无穷级数

叫做（常数项）无穷级数，简称（常数项）级数，记为f A，即
i - 1 

oo

X Wj = ^! +U2 +U2 + ••- + + •••,
i = 1

其中第/i项、叫做级数的：3n
上述级数的定义只是一个形式上的定义，怎样理解无穷级数中无穷多个数 

量相加呢？联系上面关于计算圆面积的例子，我们可以从有限项的和出发，观察 

它们的变化趋势，由此来理解无穷多个数量相加的含义.
作（常数项）级数（1-1）的前v项的和

n

Ww2十…+Wn =豆、， （1-2）

5«称为级数（1 _ 1）的部分ffl.当〃依次取1，2,3,…时，它们构成一个新的数列
51 = W1 ? S2 — ui + U2 , S3 = Uj + U2 + W3 , •••,

根据这个数列有没有极限，我们引进无穷级数（1 _ 1 ）的收敛与发散的概念.
00

定义如果级数S •的部分和数列有极限S，即
1 = 1

lim\=s，
n—^oo

那么称无穷级数这时极限^叫做这级数的和，并写成
1 = 1

5 = W! + U2 + •*• + + •••;

如果k l没有极限，那么称无穷级数歹I发散.
1 = 1 ^

显然，当级数收敛时，其部分和~是级数的和s的近似值，它们之间的差值
rn = S ~ Sn = un + l + Un+2 + * * *

叫做级数的金遭.用近似值〜代替和S所产生的误差是这个余项的绝对值即误 
差是I/J. ，

从上述定义可知，级数与数列极限有着紧密的联系.给定级数f〜，就有
1 = 1 

n

部分和数列U„= g〜i;反之，给定数列i&l，就有以为部分和数列的级数

51 +（〜-〜）+…+ （n1） +…=〜+全（n j =歹〜，

其中h .按定义，级数f h与数列卜„|同时收敛或同
i =]
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时发散，且在收敛时，有

即

例1无穷级数

T - lim5„ , 
frl n.—.x

co n

> u； = lim > ur
fil ―

aql = a + aq + aq2 + …+ aql + (1 _3)

叫做等比级数（又称为几何级数），其中叫做•试讨论级数 

（1 -3）的收敛性.
解如果9#1，那么部分和

aq
1 -q 1 -q 1 ~q

上一，因此这时级数（1 -3）收敛，其和

sn — a + aq + •'' + aq

当…<1时，由于lim/ =0,从而=

为」L_.当切| >1时，由于limg" = co，从而limv= 00，这时级数G -3）发散.
1 一 q ii—> oo n—*^

如果…=1，那么当9 = 1时，'00，因此级数（1 -3）发散；当9= -1 

时，级数（1 - 3）成为
a-a+a-a+…，

显然人随着〃为奇数或为偶数而等于a或等于0,从而L的极限不存在，这时级 

数（1 -3）也发散.
综合上述结果，我们得到：如果等比级数（丨―3）的公比的绝对值卜1〈i,那 

么级数收敛；如果，那么级数发散.
，例2证明级数

1 +2+3 + …+ n + ."

是发散的.
证这级数的部分和为

5n = 1 +2+3 + …

显然，limsn = «），因此所给级数是发散的. 

例3判定无穷级数
11, 

- - - - h- - -  + -
1-2 2-3

1)

(n + 1 )
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的收敛性.
解由于

因此
(n + 1)

1
1 - 2 2 - 3 ( 71 + 1 )

2} 2 3

从而

limsn = Hm( 1 —)=1,
/I—so n-^co y /2，+ 1 /

所以这级数收敛，它的和是1.

二、收敛级数的基本性质

根据无穷级数收敛、发散以及和的概念，可以得出收敛级数的几个基本性质. 

性质1如果级数y 收敛于和S，那么级数［kun也收敛，且其和为虼
n = 1 ntl

证设级数t、与级数i fcUn的部分和分别为〜与K，则

■n = ku{ + ku2 + • • • + ku = ks
于是

limo-n = limksn =k lims = ks.
n->0° n-^cc n—oe

这就表明级数$ 收敛，且和为
n = 1

由关系式〜=心„知道，如果I、|没有极限且A：#0,那么丨心|也不可能有极

限.因此我们得到如下结论：级数的每一项同乘一个不为零的常数后它的收敛 

性不会改变. ’

性质2如果级数^ ^与g %分别收敛于和s与o•，那么级数^ (a ±?；J 

也收敛，且其和为n n_， "=1
OC OC

证设级数g A与g〜的部分和分别为〜与cr,,，则级数$ (un±Vn) 
的部分和 n
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于是

rn = (ux ±vx ) + (u2 ±v2) + …+ {un ±vn)

=(Uj + Lt2 + ••• + un) 土 (h +z;2 + ••• +vn) =s„ ±cr„，

limT„ = lim (sn ± an) = s ±(r.

这就表明级数Z ±\）收敛，且其和为s ±仏
n = 1

性质2也说成：两个收敛级数可以逐项相加与逐项相减.
性质3在级数中去掉、加上或改变有限项，不会改变级数的收敛性•
证我们只需证明“在级数的前面部分去掉或加上有限项，不会改变级数的 

收敛性”，因为其他情形（即在级数中任意去掉、加上或改变有限项的情形）都可 

以看成在级数的前面部分先去掉有限项，然后再加上有限项的结果.
设将级数

u, +U2 + ••- +uh+uk + l + ••- + Uk + n + ••-

的前A项去掉，则得级数
Uk + i +uk+2 + ••- + Uk + n + ••-,

于是新得的级数的部分和为
o~n =uk + l +Uk + 2 + ••- +Uk + n =Sk + n -sk,

其中h + „是原来级数的前A + n项的和.因为〜是常数，所以当n—00时，^与 

或者同时具有极限，或者同时没有极限.
类似地，可以证明在级数的前面加上有限项，不会改变级数的收敛性.
性质4如果级数i、收敛，那么对这级数的项任意加括号后所成的级数

n = 1
（〜+ …+'） +（%“+- +^2） + ". +（〜 —1 + 〗+." +\） +••• （1 ~4） 

仍收敛，且其和不变.
证设级数f〜的部分和数列为，加括号后所成的级数（1 _4）的部

n = 1

分和数列为MjJ ,则
A1=ul + ••- +uni = sni ,

A2二（h + •"＞〜）+ + 1 + …+Un2） =5„2,

= (w, + …+uni) + (〜+ 1 + …+〜2) + …+ + i + …+ %)=、，

可见，数列是数列的一个子数列.由数列的收敛性以及收敛数列与 

其子数列的关系可知，数列必定收敛，且有
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= lim5n,
n—>-x

即加括号后所成的级数收敛，且其和不变.
注意如果加括号后所成的级数收敛，那么不能断定去括号后原来的级数 

也收敛.例如，级数
(1-1) +(1-1) +

收敛于零，但级数
1 一 1+1 - 1+ …

却是发散的.
根据性质4可得如下推论:如果加括号后所成的级数发散，那么原来级数也发 

散.事实上，倘若原来级数收敛，则根据性质4知道，加括号后的级数就应该收敛了.

性质5(级数收敛的必要条件)如果级数f、收敛，那么它的一般项心 

趋于零，即
Hm un =0.
n—>oo ■

oo

证设级数的部分和为且(MOO )，则
n = 1

limz^ = lim ( sn - sn_l ) = lims - lim5 =5 - 5 = 0.
n->« n—00 «->» n~l

由性质5可知，如果级数的一般项不趋于零，那么该级数必定发散.例如，级数

士 _夺+务-…n广…，

它的一般项、=(—1广^^当⑺时不趋于零，因此该级数是发散的.

注意级数的一般项趋于零并不是级数收敛的充分条件.有些级数虽然一 

般项趋于零，但仍然是发散的.例如，调和级数
1 + ——h —- + ••- H- - + …

2 3 n (1-5)

虽然它的一般项i/n =—->o 0—00)，但是它是发散的.现在我们用反证法证明 

如下：
假若级数(1 -5)收敛，设它的部分和为且Sn—S („-^oo ).显然，对级数 

(1 -5)的部分和—n，也有) •于是

但另一方面
S2n ~Sn^S -5=0 (72—>OC ).

S —
71+1 71+2 ...+

71项

2n ~ 2
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故
（n^co ）,

与假设级数（1 -5）收敛矛盾.这矛盾说明级数（1 -5）必定发散.

*三、柯西审敛原理

怎样判定一个级数的收敛性呢？我们有下述的柯西审敛原理.
00

定理（柯西审敛原理）级数X、收敛的充分必要条件为：对于任意给定
n = 1

的正数6总存在正整数iV，使得当n >yv时，对于任意的正整数P,都有
l^n + l +«„+2 +*•• +Un+p \ <S

成立.

证设级数Z 的部分和为s„，因为
/I = 1

lwn + 1 +w„+2 +••• +un+p \ = -5j ,

所以由数列的柯西极限存在准则（第一章第六节），即得本定理结论•
例4利用柯西审敛原理判定级数i ^的收敛性.

n = 1 71

解因为对任何正整数P，
lw„ + i +w„+2 + ••- +w„+pl

1 1 1

(Tl + l)2 0+2)2

1 1

{n+p)

1

,(/l + 1 ) (71+1)0+2)

~n _/T+l) + ( ti + 1 n + 2) \n+p - l n +pt

(n +p-l)(n+p) 

/ 1 1

+ P

所以对于任意给定的正数6取正整数#多丄，则当n Y时，对任何正整数P，

\un + x +un + 2 + ••- +un+p\ <s

成立.按柯西审敛原理，级数E T收敛.

257

john
新建图章



第十二章无穷级数

习题 12 -1

写出下列级数的前五项：

⑴I浩; 

o) i ^1)n

(2) V 1 • 3. . . (2n -1)
v J 2 • 4. . .

(4) i 4-
-- 5n m n

2.根据级数收敛与发散的定义判定下列级数的收敛性：
(1) ^ ^n + 1 ~\fn)；

(2) rr3+rr5^r： 7+*'* + (2n-l)(2n可+…;

(3) sin + sin
6 6

.UTT
sm ―― + …；

3.判定下列级数的收敛性： 
8^_ 8^⑴ _I + H + ... +(

(5)(+4) + (7+古H 含+f)…(★响
*4-利用柯西审敛原理判定下列级数的收敛性：

:fri n

(2) 1 + 1 ' ^

/ 2、 v^* sin nx

(4) y f—j_- , 1 ^ \
n4o \ 3n + 1 3n+2 3n+3y

广了+m+...+^m-i
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第二节常数项级数的审敛法

—、正项级数及其审敛法

一般的常数项级数，它的各项可以是正数、负数或零.现在我们先讨论各项 

都是正数或零的级数，这种级数称为这种级数特别重要，以后将看到 

许多级数的收敛性问题可归结为正项级数的收敛性问题.
设级数

ux + u2 + ••- + wn + ••- (2—1)

是一个正项级数(心多0)，它的部分和为V显然，数列卜„!是一个单调增加数列

如果数列1\1有界，即〜总不大于某一常数M，根据单调有界的数列必有极限 

的准则，级数(2 -1)必收敛于和且反之，如果正项级数(2 -1)收敛 

于和s，即limt =s，根据有极限的数列是有界数列的性质可知，数列卜」有界.因
n—*•«

此，我们得到如下重要的结论•

定理1正项级数f、收敛的充分必要条件是：它的部分和数列

有界.
由定理1可知，如果正项级数f、发散，那么它的部分和数列+ 00

n = 1 
oo

(71 ―> 00 )，即 = + 00 •
71-1

根据定理1，可得关于正项级数的一个基本的审敛法.
00 00

定理2(比较审敛法)设Z、和Z〜都是正项级数，且〜(ra = 1，
n = 1 /I = 1

« » *
2,…).若级数i〜收敛，则级数；Z 收敛；反之，若级数g、发散，则级

nTl " = 1 "—

00

数发散.
n = 1

oo 00

证设级数y〜收敛于和o■，则级数z、的部分和

s„ = ul + u2 + ••- + Un^vl +v2 + ••- +Vn^：(r o = 1，2,…)，
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即部分和数列Un丨有界，由定理1知级数2、收敛.
n = 1

» 00 X

反之，设级数Z、发散，则级数Z \必发散.因为若级数;^ \收敛，由
"=1 n = 1 n = 1

上面已证明的结论，将有级数f、也收敛，与假设矛盾.
n = 1

注意到级数的每一项同乘不为零的常数^以及去掉级数前面部分的有限项 

不会影响级数的收敛性，我们可得如下推论：
00 00 . X

推论设Z、和都是正项级数，如果级数又〜收敛，且存在正整
"=1 " = 1 rrl

数％使当/i>yv时有un ^ kvn U >0）成立，那么级数i、收敛；如果级数
n = 1

00

g〜发散，且当打彡斤时有 '彡k u>0）成立，那么级数i〜发散.
例1讨论P级数 "=1

1 +- H- - - ^- - - + 鲁蠊.+ -— + ■. •
2P 3P Ap np

(2-2)

的收敛性，其中常数/>>0.

解设这时级数的各项不小于调和级数的对应项:丄彡丄，但调和级
np n

数发散，因此根据比较审敛法可知，当p幻时级数（2 -2）发散.
设/? > 1.因为当友一 1彡无彡A:时，有丄彡丄，所以

kp xp

kp h-\ kp

从而级数（2 -2）的部分和

d^: ^ -ck (A: = 2,3，…)，

1

=1

浐1
1

<1

-I xp

1

-d尤 -chc

r (71=2,3,…)，
p — i \ n- I p

这表明数列UJ有界，因此级数（2 -2）收敛.
综合上述结果，我们得到:p级数（2 -2）当p > 1时收敛，当/XI时发散. 

一 1例2证明级数X
^/n(n +1 )

证因为tiO + 1) < (Ti + l )2,所以

是发散的. 

1

y/n(n + 1) n + 1.而级数
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1
3 R + 1

是发散的.根据比较审敛法可知所给级数也是发散的•
为应用上的方便，下面我们给出比较审敛法的极限形式.

05 00

定理3(比较审敛法的极限形式)设Z、和Z〜都是正项级数，
;i = 1 n = 1

00 «

(1)如果lim' = Z (0^ / < + 00 )，且级数Z '收敛，那么级数Z

收敛;

(2)如果lim」1 = Z >0或lim- ，且级数i：〜发散，那么级数x

发散.
证CD由极限定义可知，对e=i，存在正整数#，当^腳寸，有

un
—</+1,
Vn

即u + •而级数f 收敛，根据比较审敛法的推论，知级数X ^收敛. 

n rri n = 1
oc

(2)按已知条件知极限lim乜存在，如果级数Z、收敛，那么由结论(1)
n—vco Un n = 1

OC 00

必有级数爹〜收敛，但已知级数全、发散，因此级数X、不可能收敛，即
-1 n = 1

级数y U发散.对于lim」1。+ 00的情形，留给读者证明.
n n->x Vn

极限形式的比较审敛法，在两个正项级数的一般项均趋于零的情况下，其实 

是比较它们的一般项作为无穷小量的阶.定理表明，当几一时，如果^是与〜

同阶或是比〜高阶的无穷小，而级数Z〜收敛，那么级数Z \收敛；如果\

是与〜 同阶或是比〜低阶的无穷小，而级数Z〜发散，那么级数$、发散.

例3判定级数Z sin i的收敛性. 
rri n

解因为

lim 1 >0
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而级数i i发散，根据定理3知此级数发散.
n = 1 11

用比较审敛法审敛时，需要适当地选取一个已知其收敛性的级数f〜作
为比较的基准.最常选用作基准级数的是等比级数和级数. ’ 1
将所给正项级数与等比级数比较，我们能得到在实用上很方便的比值审敛 

法和根值审敛法.
00

定理4（比值审敛法，达朗贝尔（d’Alembert）判别法）设^、为正项级 

数，如果 n = 1

】.Un + l
lim- - - =p,
一 wn

那么当P<1时级数收敛，P>1 （或lim^i = c 

收敛也可能发散.
证（1）当.取一个适当小的正数&使得p+e=r<l，根据极限定义， 

存在正整数m,当时有不等式

j时级数发散，p = l时级数可能

<p + s

因此
< ru. + 2 <rum + l <

而级数r、m收敛（公比r<l），根据定理2的推论，知级数f &收敛.

（2）当P>1.取一个适当小的正数e，使得p-ol.根据极限定义，当 

时有不等式

>p - s>l,

也就是

所以当时，级数的一般项、是逐渐増大的，从而HmWn_o.根据级数收敛
n——* cc

的必要条件可知级数f ^发散.
n = I

类似地，可以证明当= 时，级数f Un发散.
n->0C Un n^l

（3）当p = 1时级数可能收敛也可能发散.例如々级数（2 -2），不论/>为何 
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值都有

lim- lim
(打 + 1)P =1.

np

但我们知道，当P>1时级数收敛，当时级数发散，因此只根据P 

定级数的收敛性.
例4证明级数

1 +T+r^+r^3 + ',* + (^-1i)T+'**

是收敛的，并估计以级数的部分和〜近似代替和/所产生的误差. 

解因为

不能判

lim—= = lim-
n—oo U 71! 00

0<1，

根据比值审敛法可知所给级数收敛.
以这级数的部分和〜近似代替和$所产生的误差为

lrJ=^! + uTiyTH 

1 /. 1

+ 2)! 

1

1 (n + 1)(n + 2)

<——1 + ——+-T + *•'

•1
l)(n-l)!

例5判定级数

的收敛性. 

解因为

1 1 • 2 1 • 2 . 3 ^ n\
IO+lLOr+ 103 —+ To^

ln + \ O + 1 )! • jQ" ^ + 1
一 汀！ - 10n ion+1

= lim-
10

根据比值审敛法可知所给级数发散.
'ce

*定理5(根值审敛法，柯西判别法)设^、为正项级数，如果
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lim ^/u^ = p,
n —

那么当p<l时级数收敛，p>l (或 

能收敛也可能发散. …
定理5的证明与定理4相仿，这里从略.

例6判定级数I -+ 的收敛性,

)时级数发散，p = l时级数可

证

2"

因 ln[2 + ( -1广]有界，故 lim 丄 In [2 + ( - 1)"] =0,从而
n—>co fl

lim ^7 = 4--
n—> oo ' 2

因此，根据根值审敛法知所给级数收敛.
将所给正项级数与p级数作比较，可得在实用上较方便的极限审敛法.

定理6(极限审敛法)设I 为正项级数，
n = I

(1)如果=/>0 (或= + 00 )，那么级数f \发散；
n - 1

⑵如果;? > 1 , =1 (0^1 < + oo )，那么级数[\ 收敛.
"=1

证(1)在极限形式的比较审敛法中，取〜=丄，由调和级数爹丄发散
71 ;fri n

知结论成立.
⑵在极限形式的比较审敛法中，取〜=七，当^ i时，p级数f丄收敛

n ^rl np
故结论成立•

« 1
例7判定级数工in(l +4)的收敛性•

解因In 1 (TZ—00 )，故

lim lim n 2 Inf 1 + lira]

根据极限审敛法，知所给级数收敛.

例8判定级数[/n + l[ 1 - cos!)的收敛性.
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解因为

limnTun = limn.2 + 1 1
TT

lirrm"

根据极限审敛法，知所给级数收敛.

二、交错级数及其审敛法

In + 1 ytf) = 2 2
■TT ,

所谓衮锜缉骛是这样的级数，它的各项是正负交错的，从而可以写成下面的

(2-3)
以1 一以2 +以3 一以4

形式：

或
-ux +u2 -u3 + u4 - , (2 一4)

其中〜，七，…都是正数.我们按级数(2 -3)的形式来证明关于交错级数的一个 

审敛法.
00

定理7(莱布尼茨定理)如果交错级数^； ( -I)"-1、满足条件：
n = l

(1) un ^un + l (Ti = 1，2,3，.")；

(2) \hnun = 0，
n — »

那么级数收敛，且其和，其余项/•„的绝对值+
证先证明前2〃 项的和心的极限存在.为此把S写成两种形式：

52„ = (ui ~U2) + (U3 ~U4) + …+ (U2n-l - U2n)

及
52« = U1 _ ( W2 _ W3 ) _ ( ^4 ~Us)- - - ~ (U2n-2 ~ U2n-\) - U2n-

根据条件(1)知道所有括号中的差都是非负的.由第一种形式可见数列卜d是 

单调增加的，由第二种形式可见h <^1.于是，根据单调有界数列必有极限的准 

则知道，当/I无限增大时，h趋于一个极限5，并且5不大于〜
=： s^ul.

再证明前2n + l项的和s2„ + 1的极限也是&事实上，我们有
S2n + 1 =： S2n + U2n + l^

由条件(2)知limi/2„ + 1 =0,因此
n—►»

lim52n + 1 = Hm (52„ +u2n + l) = s.
n—>oo n—►»
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由于级数的前偶数项的和与奇数项的和趋于同一极限故级数
CO

X ( - 的部分和&当71— 00时具有极限这就证明了级数
n = 1
C0

I (- 1广乂收敛于和且Wzv
R = 1

最后，不难看出余项可以写成
= ±(un + i -un + 2 + •••),

其绝对值
lrJ =Un + l ~Un+2 + …，

上式右端也是一个交错级数，它也满足收敛的两个条件，所以其和小于级数的第 

一项，也就是说
lrJ +

证明完毕.
例如，交错级数

4-+4——- + ••• + (一1广1 丄 +
n2 3 4

满足条件
(!) ^

n Ti + l
Un + l (汀=1，2，“.)

及
(2) limun = lim— = 0,

n-*co n—cc/l

所以它是收敛的，且其和/<1•如果取前项的和
sn=l --i- - - - + ( - 1)"-1 —

^ J 71

作为s的近似值，所产生的误差I <
Ti + l

Un+l)-

三、绝对收敛与条件收敛

现在我们讨论一般的级数
ux + u2 + • • • + z/n + •*•,

它的各项为任意实数.如果级数、各项的绝对值所构成的正项级数^\un\

收敛，那么称级数j^un笔对收轉;如果级数f \收敛，而级数i llO 

00 ^

发散，那么称级数Z〜务煞.容易知道，级数y (-1广_1七是绝对收敛
n = 1 ^ ^Ti n
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级数，而级数X （ ―1）71-1丄是条件收敛级数.
n = l 11

.级数绝对收敛与级ft收敛有以下重要关系：
00 »

定理8如果级数Z \绝对收敛，那么级数Z心必定收敛.

证令
(Wn + IWJ ) (n = l，2，“.)

显然\多0且<丨wn丨（n = 1，2，…）.因级数Z I、丨收敛，故由比较审敛法知
n = 1

道，级数i>n收敛，从而级数全2〜也收敛.而、=21、丨，由收敛级数的
n = 1 n - 1

基本性质可知
i>.= i>„- i： i、i，
n = I n = 1 n~\

所以级数i、收敛.定理证毕.
n = 1

oc

上述证明中引人的级数Z %，其一般项
71 = 1

1 卜，un >0,
V = —（ Un + \ u\ ） = J A
"1K n n ； [0, U„^0,

00 00 CO

可见级数f〜是把级数i；、中的负项换成o而得的，它也就是级数Z、
^Tl n=l n=1

中的全体正项所构成的级数•类似可知，令
=|（丨 丨-'），

» 00
则f祕为级数y un中全体负项的绝对值所构成的级数.如果级数z、绝 

^rl n = 1

对收敛，那么级数i〜与都收敛;如果级数条件收敛（即i、收敛，
n=1 n=l \ n=1

而X 发散），那么级数S ^与X %都发散.
n = l I n = l n = l

定理8说明，对于一般的级数i ^，如果我们用正项级数的审敛法判定级
n = 1

数f lw„l收敛，那么此级数收敛•这就使得一大类级数的收敛性判定问题，转
n = 1
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化成为正项级数的收敛性判定问题.
一般说来，如果级数i I心I发散，我们不能断定级数f吣也发散.但是，

如果我们用比值审敛法或根值审敛法根据lh =p > 1 或lim ^1 wn I =p > 1

判定级数E 发散，那么我们可以断定级数f ^必定发散.这是因为从
n = 1 rrl

oo

P>1可推知0 U—oo ），从而、★ 0 （m—oo ），因此级数2 是发

n - 1
散的.
例9判定级数f 的收敛性.

解因为 sm na ，而级数Z 4收敛，所以级数x

由定理8知，级数f 收敛.

例10判定级数g （-1）"+（1+士）的收敛性. 

解这是交错级数.记'=表（1+士广有 

化士（1广…—（打一00），

而ye > 1，可知士 0 0->oo ），因此所给级数发散.

na 也收敛.

*四、绝对收敛级数的性质

绝对收敛级数有很多性质是条件收敛级数所没有的，下面给出关于绝对收 

敛级数的两个性质.
定理9绝对收敛级数经改变项的位置后构成的级数也收敛，且与原级数 

有相同的和（即绝对收敛级数具有可交换性）.
证（1）先证定理对于收敛的正项级数是正确的.
设级数

w, +u2 + • • • +un + ••-

为收敛的正项级数，其部分和为和为并设级数 
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为改变项的位置后构成的级数，其部分和为
对于任何M，当它固定后，取爪足够大，使u:，u;，•••，＜各项都出现在 

sm =u{ +u2 +…+Wm中，于是得

所以，单调增加的数列丨不超过定数根据单调有界数列必有极限的准则
00

（第一章第六节），可知lim＜存在，即级数2 w＞：收敛，且 
… tT\

lim5„* = s * $s.
n—►»

00 00

另一方面，如果把原来级数z 看成是级数Z iC改变项的位置以后所成
n = I n = 1

的级数，那么应用刚才证得的结论，又有
5彡5'

要使得上面两个不等式同时成立，必定有
*

S = S.

（2）再证定理对一般的绝对收敛级数是正确的.
设级数i lw„l收敛.在定理8的证明中已得

/I = 1
un =2vn - \ un \ y

而X〜是收敛的正项级数.故有
n = 1

I Un= Y/ （2Vn - 丨〜1） = E 2 k1'
n - 1 n - 1 n = 1 n = 1

若级数f '改变项的位置后的级数为全 ＜，则相应的i'改变为
n = l n = 1 n = l -

玄 ＜，玄改变为玄iO,由⑴证得的结论可知
n = 1 n = 1 n - \

ix，i i
所以

1 U: = 1 2V:- Z lUn ' = Y,2V-~ E 1 1 = Z
证毕.

在给出绝对收敛级数的另一个性质以前，我们先来讨论级数的乘法运算.
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设级数Z \和Z \都收敛，仿照有限项之和相乘的规则，作出这两个
n = 1 n = 1

级数的项所有可能的乘积（ij = l，2,3,…），这些乘积是
U1Vl ,11^2 tUlV3 f ''' ,UlVi ,

U2Vl，以2^2，…，《2乂，…，

ukvl9ukv2fukv3，―,，—,

这些乘积可以用很多的方式将它们排列成一个数列.例如可以按“对角线 

法”或按“正方形法”将它们排列成下面形状的数列（图12 -2）:

对角线法
UlVl «1^2 «1^3 «1^4 ••

u2v^u2v^u2v3^u2v4 •

u3v^u3v2^u3v3 ^U3V4 •

U4VUAV2^UAV：i^UAV^ 〆• •

正方形法

w,v2

U2V\ u2v2

«3”1 ^V2

«1^3

m2u3

W3^3

图 12 -2

（对角线法）AA，％% ;•••以八，％〜」，…，'〜；….

（正方形法）U1vl ,u2v2,u2vl ；''' ；U1Vn1U2Vn , ■" ,unvn ,unvn_l，."，'%

把上面排列好的数列用加号相连，就组成无穷级数.我们称按“对角线法” 
排列所组成的级数

U\v\ + （Miv2 + U2VX ）+•••+ {ulVn + W2U …+ UnVx ） +
00 0B

为两级数2〜和又〜的柯M乘积.
n = 1 r = 1

定理10（绝对收敛级数的乘法）设级数f A和I； 都绝对收敛，其和

分别为S和CT，则它们的柯西乘积
U\V\ + （ UlV2 + U2V1 ）+*••+ （ui^n + …+ 辽„汐1） + … （2-5）

也是绝对收敛的，且其和为《r.
证考虑把级数（2-5）的括号去掉后所成的级数

ulv1 + ulv2 + + ••- + ulvn + •••. （2 -6）

如果级数（2 -6）绝对收敛且其和为w,那么由收敛级数的基本性质4及比较审
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敛法可知，级数(2-5)也绝对收敛且其和为I因此只要证明级数(2 -6)绝对 

收敛且其和w =町就行了.
(1)先证级数(2-6)绝对收敛.
设为级数(2 -6)的前m项分别取绝对值后所作成的和，又设

y] I 丨=汲，2 I vn I = B ,

则显然有

WT $ 2丨〜丨• 2 lv„ I ^AB.
r = 1 n = 1

由此可见单调增加数列丨1不超过定数Afi，所以级数(2 -6)绝对收敛.
(2)再证级数(2-6)的和诏=町.
把级数(2-6)的各项位置重新排列并加上括号使它成为按“正方形法”排 

列所组成的级数
UlV1 + ( UlV2 + U2V2 + Wjl；! ) + +

+U2vn + ••- +unvn +Unvn_l + ••- + Wnh) + •••• (2 -7)

根据定理9及收敛级数的基本性质4可知，对于绝对收敛级数(2-6)这样做法 

是不会改变其和的.容易看岀，级数(2 -7)的前〃项的和恰好为
(Uy +u2+ ••- +un) - (vl +v2 + ••- +vj =Sn(Tn，

因此
w = lim (5n(j„) =S(T.

习题 12-2

用比较审敛法或极限形式的比较审敛法判定下列级数的收敛性：
(1) 1+i-+T + - + (2^ry

(2) 1

(3)

1+2 1+3
22 1 +32

2 - 5 3 •6+ +(n + l)(/i+4) +

(4) sin 子 + sin 士 + sin —F + SinF + + sm — + …；
T

㈣).

2.用比值审敛法判定下列级数的收敛性

(1)
33 3"

2 2 • 22 3 • 23 2" ⑺Z爷
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(3) Z 2"
⑷S ntan

2"

*3.用根值审敛法判定下列级数的收敛性：

⑴脑:T; (2) I iM^nr;⑺脑):
(4) X f ，其中 an—a (n—oo )，a„，6，a 均为正数. 

n = 1 \ an I

4.判定下列级数的收敛性：

⑴

l4 24 34 V
(2) u+玎+玎 +…+ M +

(3) 1 恭T
⑷S rsin告；

n = 1 ^

i

(5) V2
/n+T

V^r- + -;
(6)

a + b 2a + b + b
(a >0 ,b >0)

5.判定下列级数是否收敛？如果是收敛的，是绝对收敛还是条件收敛？

(1) 1m+

(2) i (-i 广古

(-1广
^/n

(3) — •  - - _ . _ + — • —_ _ — . _
V ； 3 2 3 22 3 23 3 24 1 广 T.F +

(4)
In 2 In 3 In 4 In 5

+ •••+( - 1) n
ln(n + l) +

⑸X ( -1广
,2f

第三节幂级数

一、函数项级数的概念

如果给定一个定义在区间/上的函数列
Ui(x) ,u2(x) ,u3(x) ,un(x),
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那么由这函数列构成的表达式
ux{x) +w2(a;) +1^3(^) +•*• +un{x) +••- (3 - 1)

称为定义在区间/上的(_弊项)炁穷级韓，简称(_弊项)戰.
对于每一个确定的数(3 - 级数

aU。)+zx2(a;。)+ w3U。)+ …+wnO。)+ .... (3-2)

这个级数(3 -2)可能收敛也可能发散.如果级数(3 -2)收敛，就称点％是函数 

项级数(3 - 1)的收敛点；如果级数(3 -2)发散，就称点％是函数项级数(3 -1) 

的與懸.函数项^73-1)的收敛点的全体称为它的收|_，发散点的全体 

称靈轉.
对应域内的任意一个数％，函数项级数成为一收敛的常数项级数，因 

而有一确定的和&这样，在收敛域上，函数项级数的和是^的函数4幻，通常称 

4幻为函数项级数的这函数的定义域就是级数的收敛域，并写成
s(x) =ul(x) +u2(x) + u3 (^) +••• + Un(X^ + ••••

把函数项级数(3 -1)的前〃项的部分和记作&(幻，则在收敛域上有
limsn(x) =5(^).
n—►«

记=S(X) -5„(幻，7'„(幻叫做函数项级数的^(当然，只有1在收敛域上 

r„ “)才有意义)，并有
limrn(A：) =0.

二' 幂级数及其收敛性

函数项级数中简单而常见的一类级数就是各项都是常数乘幂函数的函数项
级数，即所谓赛级歡，它的形式是®

00

'y anxn = a0 + + a2x2 + ••• + anxn + ••-, (3-3)

n = 0

其中常数％，^，〜，…，，…叫做幂级数的系数.例如
1 + X + x2 + ••• + xn + *••,

' 1 2 1 n
1 + + —x + ••• + ―-X + …

2! n\

都是幂级数•
现在我们来讨论:对于一个给定的幂级数，它的收敛域与发散域是怎样的？

①幂级数的一般形式是％ +al(x-x0) +02(^:-〜)2 +…+0；1($-%广+••••只要作代换f 
%，就可以把它化成(3 -3)的形式.所以取(3 -3)式来讨论，并不影响一般性.
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即X取数轴上哪些点时幂级数收敛，取哪些点时幂级数发散?这就是幂级数的 

收敛性问题.
先看一个例子.考察幂级数

1 + 欠 + 尤2 + ••• + + •••

的收敛性.由第一节例1知道，当M <1时，这级数收敛于和7^—;当多1时，

这级数发散.因此，这幂级数的收敛域是开区间（-1，1 ），发散域是（- 00，- 1 ] 
及[1，+°°），并有

1 2
•:- -  = 1 + X + X + ••• + + ••• （ —1 < X <1）.
1 - X

在这个例子中我们看到，这个幂级数的收敛域是一个区间.事实上，这个结
论对于一般的幂级数也是成立的.我们有如下定理：

00

定理1（阿贝尔（Abel）定理）如果级数Z an/当（%#0）时收
n = 0

敛，那么适合不等式Id < 的一切％使这幂级数绝对收敛.反之，如果级数
00

X aX当％ = %时发散，那么适合不等式IaH > 的一切a;使这幂级数
n =0

发散.
证先设％是幂级数（3 -.3）的收敛点，即级数

^ a〗％ + …+ ajo + …

收敛.根据级数收敛的必要条件，这时有
limaX = 0,
n—

于是存在一个常数M，使得
I anxl I （n=0，l，2,…）.

这样级数（3-3）的一般项的绝对值.

\anxn\ 'n^Q

X0
I anXo I

^0 xo

因为当Ul < l/J时，等比级数I M 收敛公比
xo
<1，所以级数

2 la〆1!收敛，也就是级数X绝对收敛.
n = 0 n = 0

定理的第二部分可用反证法证明.假设幂级数当=%时发散而有一点七 

适合1^1 > 1^1使级数收敛，则根据本定理的第一部分，级数当时应收敛， 
这与假设矛盾.定理得证，

定理1表明，如果幂级数在^ 处收敛，那么对于开区间（_ 丨，丨）内
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的任何％，幂级数都收敛;如果幂级数在处发散，那么对于闭区间［-|%丨，
丨］外的任何〜幂级数都发散.
设已给幂级数在数轴上既有收敛点（不仅是原点）也有发散点.现在从原点 

沿数轴向右方走，最初只遇到收敛点，然后就只遇到发散点.这两部分的界点可 

能是收敛点也可能是发散点.从原点沿数轴向左方走情形也是如此.两个界点P 

与，在原点的两侧，且由定理1可以证 

明它们到原点的距离是一样的（图 

12-3）.

P'

—R o
图 12-3

从上面的几何说明，得到下述重要推论：

推论如果幂级数^不是仅在x =0 —点收敛，也不是在整个数轴上
n = 0

都收敛，那么必有一个确定的正数存在，使得 

当UI </?时，幂级数绝对收敛；
当M >/?时，幂级数发散；
当x 与^ = -i?时，幂级数可能收敛也可能发散.

正数通常叫做幂级数（3 - 3）.的收鱗半择•开区间（叫做幂级数 

（3 -3）的收敛区间.再由幂级数在^ 收敛性就可以决定它的收敛域
是（、（-穴，穴］或［-丑，穴］这四个区间之一.

如果幂级数（3 -3）只在X =0处收敛，这时收敛域只有一点=0,但为了方 

便起见，规定这时收敛半径丑=0;如果幂级数（3 -3）对一切x都收敛，则规定收 

敛半径/?= +«，这时收敛域是（-oo，+oo）.这两种情形确实都是存在的，见下 

面的例2及例3.

关于幂级数的收敛半径的求法，有下面的定理.
定理2如果

lim

其中\、\+1是幂级数^ 的相邻两项的系数，那么这幂级数的收敛
n = 0

半径

R - <
+ 00， p =0,

.0 , p = + 00 .

证考察幂级数（3-3）的各项取绝对值所成的级数

P
P^O,
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I a0 I + I axx\ + Ia2x2 I + …+ I anxn I + …， 

这级数相邻两项之比为
I〜+ 1/ + 1|

(3-4)

I ax111
kl.

(1 )如果lim p （p#0）存在，根据比值审敛法，那么当PUI <1即

1^1 <—时，级数（3 -4）收敛，从而级数（3 -3）绝对收敛；当>1即M >丄 
P P

时，级数（3-4）发散并且从某一个开始
lan + 1A：re + 1 I > \anxn\f

因此一般项不能趋于零，所以也不能趋于零，从而级数（3 -3）发散. 

于是收敛半径
P

Id %n + ^|（2） 如果p=0,那么对任何有-^^—->0 O—oo），所以级数（3-4）
ianx I

收敛，从而级数（3-3）绝对收敛.于是丑=+oo.
（3） 如果P= + 00，那么对于除x=0外的其他一切;c值，级数（3 - 3）必发 

散，否则由定理1知道将有点^#0使级数（3-4）收敛.于是7? =0.
例1求幂级数

2 3 n
X X f ' \n-\X^ ~^r -一 ••• + ( — 1) ——+
2 3 n

的收敛半径与收敛域. 

解因为

p = lim lim-

所以收敛半径

对于端点1= -1，级数成为 

-1

/?=—= 1. 
P

2 3 n

此级数发散；
对于端点x = 1，级数成为交错级数
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Y+了-…+ (-1广：+

此级数收敛.因此，收域是（-1,1] 

例2求幂级数

1 +X
2!： 71!

的收敛域. 

解因为

p = lim =~ = lim-
1

0,

所以收敛半径R = +O0，从而收敛域是（- 00，+ 00 ）•

例3求幕级数^ n! 的收敛半径（规定0! =1）.
n = 0

解因为
p = lim

= lim(rt + 1^= +«>

/I—OO 71 I

所以收敛半径E = 0,即级数仅在点^=0处收敛.

例4求幂级数Z （2几）！ 的收敛半径.
（汀!）2

解级数缺少奇次幂的项，定理2不能直接应用.我们根据比值审敛法来求 

收敛半径：

lim

[2( n + 1) ] !^2(« +1)

[(n + 1) !]

(2n) ! 2n
(niyx

4\x\2.

当4UI2 <1即Ul 时，级数收敛；当4UI2 >1即> 了时，级数发散.所以

收敛半径
2

例5求幂级数金；匕―1）二的收敛域.
. 2n - n 

解令上述级数变为

2" - n

因为
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p = lim =lim-
2n - n

一 2n + 1（；i + l） 2, 

所以收敛半径/?=2.收敛区间为Ul ＜2,即-1 ＜尤＜3.

时，级数成为当 ，这级数收敛；当％ = 3时，级数成为

Z ^■，这级数发散.因此原级数的收敛域为［-1,3）

三、幂级数的运算

设幂级数
a0 + axx + a2xA ax

及
60 + b^x + b2x2 + ••• + bnxn + •••

分别在区间(-R,R)R( -/?'，/?')内收敛，对于这两个幂级数，可以进行下列四 

则运算：
加法
(°0 + a\x + a2A：2 + …+ anxn + ••- ) + (b0 + i^x + + …+ bnxn + ••-)

=(a0 +b0) + (a1 + \ )太 + (a2 + 62 )x2 + …+ ( an + W + ....

减法 "
(ao + + a2x2 + ••- + anxn + •••) - (b0 +6^ + b2x2 + ••- + bnxn + …)

=(ao ~ ) + ( ai - \ )尤 + (a2 - 62)欠2 + …+ ( an - bn)xn + •••.

根据收敛级数的基本性质2,上面两式在(“/?，/?)与(-丑',7?')中较小的区 

间内成立.
乘法

(ao + + a2x2 + ... + anxn + ••*) ( b0 + bxx + b2x2 + …+ bnxn + …)

=a0b0 + (a0bl + + (a0b2 + a〆 + a260)^2 + …+

(a06„+a人…+an60)A；n + •".

这是两个幂级数的柯西乘积.可以证明上式在(-/?，/?)与(-/T，/?')中较小的区 

间内成立.
除法

an + a, a; + a，x

+ 心1欠 + b2oc' + ••• + bnxn + •••
c0 + + c2a;2 cx

278

john
新建图章



第三节幂级数

这里假设b0^0.为了决定系数Cq，Ci，c2，…，c„，"•，可以将级数X bnxn与
n =0

eo oo

X 相乘，并令乘积中各项的系数分别等于级数^中同次幂的系数，
n =0 n =0

即得
a。=厶。。。，

ai = Cq + ,

= b2CQ + blcl + 1>qC2，

由这些方程就可以顺序地求出，…，cn，….

相除后所得的幂级数f 的收敛区间可能比原来两级数的收敛区间小
n = 0

得多①.
关于幂级数的和函数有下列重要性质②：

00

性质1幂级数Z \/的和函数4幻在其收敛域/上连续.
n = 0 

00

性质2幂级数^ \/的和函数s（幻在其收敛域/上可积，并有逐项积
71=0

分公式
j。s（t） dt = j。［ 2 antn\ di = Y f ajn^t

s :n+I(^/), (3-5)

逐项积分后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.
00

性质3幂级数Z 的和函数4幻在其收敛区间（-丑，幻内可导，且
n = 0

有逐项求导公式

①例如
X +X2

级数文a〆=1 +0* +…+0^ +…与2 b〆=1 +0；C2 +…+0xn +…在整个数轴上收敛，但级数
n s0 n=0

00 00

2 0〆= 2 *"仅在区间（-1,1）内收敛.
n = 0 n = 0

②证明见本章第六节第二目•
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= ( X anX，l)f = X (anXn)，= Z 肪〆-1 (U</0，(3-6) 
n =0 n = 0 n = 1

逐项求导后所得到的幂级数和原级数有相同的收敛半径.
00

反复应用上述结论可得：幂级数的和函数以幻在其收敛区间
n = 0

(-义幻内具有任意阶导数.
-

例6求幂级数又^的和函数.
„ = 0 ^ + 1

解先求收敛域.由
n + \ .

lim

得收敛半径.丑=1.

=lim
n — oo 71+2

在端点％= -1处，幂级数成为^ 是收敛的交错级数;在端点%
n：=0汀十丄

处，幂级数成为t ^y，是发散的.因此收敛域为/=[ -1,1).

设和函数为〆幻，即

=1

<x) = E [ 一1，1).
n^Q 11 ^ 1

于是
* n + I

:“卜 S ^T.

利用性质3,逐项求导，并由

1 + X + X2 + ••* + xn + ••• (一 1<%<1)，

得

[—)]，== |，=占(M<1)

对上式从0到x积分，得

xs(x) :士 =-ln(l-rr) (-1 矣欠 <1).

于是，当时，有s(:r) =- - In (1 -i).而^(O)可由5(0) = a0 =1得出，也可
X

由和函数的连续性得到 
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5(0) = lims( x) = limf- - ln( 1 - a:) 1 = 1.
*0 .r—*0 L X J

故

s(x)
—ln(l -x) , x&[ - 1,0) U (0,1),

x =0.

习题 12-3

1.求下列幂级数的收敛区间：
(1) ac + 2x2 + 3x3 + ••• + nxn + •••；

2 n

(2) 1 -x + + ... + ( ~ 1)" ~T
2 n

(3) T + 2T4+2^Tr6 +

(4)

(5)

文2

2 - 4
n

X

(2n)

3 2.32 3 - 33

22 2 . 23

3"

2n
+ wx +...+7TT

00 2n + i

a) i ^^-2；

(8) I

2"

U-5)n
^/n

2.利用逐项求导或逐项积分，求下列级数的和函数:

⑴之似n_1;
n = 1
00 4n + 1

(2) Z 
4̂n + T

^2n -
✓ 1 \ x x (3)^+t + t + - .2n

(4) X (n+2)xn
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第四节函数展开成幂级数

前面讨论了幂级数的收敛域及其和函数的性质.但在许多应用中，我们遇到 

的却是相反的问题：给定函数/（幻，要考虑它是否能在某个区间内“展开成幂级 

数”，就是说，是否能找到这样一个幂级数，它在某区间内收敛，且其和恰好就是 

给定的函数/（幻.如果能找到这样的幂级数，我们就说，函歡/（ A；）祥疼区间内熊； 
屢开成幕级数，而这个幂级数在该区间内就表达了函数
假设函数/U）在点％的某邻域c/“。）内能展开成幂级数，即有 

/（x）=a0+a1（%-%0）+a2（%_A；0）2 + —+a7l（A；-^））/! + "-，A；e U （a;0）,

（4 - 1）
则根据和函数的性质，可知/O）在£/（%）内应具有任意阶导数，且

/n） （x） =n\ an + （n + 1 ） ! an + l （x - x0） +^rz-|!2） ! a”+ 2 （n。） 2 + …，

由此可得

于是
/n)M

an =^y/n） （^o）（汀=0，1，2，."）. （4 -2）

这就表明，如果函数/（幻有幂级数展开式（4 -1），那么该幂级数的系数^ 

由公式（4-2）确定，即该幂级数必为
/（ % ） +/'（尤0 ） （ % - 尤。）+ …+-^7广）（〜）（A： - X。）" + …

X rr/^ (^o) (x -x0)n (4-3)

而展开式必为
x i

/O） = [ —r/n）（x0）（x-x0）n,x e U O。）. （4-4）
n = 0 71 -

幂级数（4 -3）叫做函数/（；0在点％处的麥勒缉数.展开式（4 -4）叫做涵 

数/U）在点％处的奉勒展开式.
由以上讨论可知，函数/（幻在f/（%）内能展开成幂级数的充分必要条件是泰 

勒展开式（4-4）成立，也就是泰勒级数（4-3）在£/（%）内收敛，且收敛到/（^. 

下面讨论泰勒展开式（4-4）成立的条件.
定理设函数/（幻在点％的某一邻域f/U。）内具有各阶导数，则/U）在该 

邻域内能展开成泰勒级数的充分必要条件是在该邻域内/（幻的泰勒公式中的
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余项圪(幻当00时的极限为零，即
limRn(x) = 0, a; g U (x0).
n—*oa

证/oo的〃阶泰勒公式为(见第三章第三节) 

f(X) =Pn(X) +^n(X) »

其中
pn(x) =/Oo) +fr(x0)(x -欠0) + …+^y/n) (x0) (^:-x0)n

叫做函数/(幻的/1界章1多项式，而
KM =/(^) -Pn(X)

就是定理中所指的余项.
由于a次泰勒多项式幻就是级数(4-3)的前n + 1项部分和，根据级数 

收敛的定义，即有’

X -\/n) (Xo) (x -xo)n =f(x) > X E ^ (Xo)
n =0 ^ • •

<^limpn(x) =/(%)， x e. U (aj0)
n—

<=»lim [f{x) -/>„0) ] =0， x g U (x0)
n—*•«

<^>\imRn(x) =0， x b U (x0).
n—►«

下面着重讨论％ =0的情形.在(4-3)式中，取％ =0,得

/(0) +/’(0)% + …+^7广)(0)/+ …= 5" ~r/n) (0)^"» (4-5)

汀! ,f^o n l

级数(4-5)称为函数/(幻的_哀萝林缉弊.若/(幻能在(-r，r)内展开成欠的 

幂级数，则有
/(x) = X ^/n)(0)^ (hl<r), (4-6)

(4 -6)式称为函数/(幻的_專萝林釋开式.
翠把函数/(幻展开成按照下列步骤进行：
第一步求岀/(幻的各阶导数/'(幻，/〃(幻，…，广>(%)，…，如果在％=0处 

某阶导数不存在，就停止进行，例如在^=0处，/(均=^；7/3的三阶导数不存在，它 

就不能展开为欠的幂级数.
第二步求出函数及其各阶导数在尤=0处的值：

/(0)，/，(0)，/〃(0)广.，广)(0)，"..

第三步写出幂级数
yw+尸⑼“，+ "•+導、…，
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并求出收敛半径兄

第四步利用余项/?„（幻的表达式化（幻= /n + 1) (6x)xn + 1
U+l）!

（0 <0 <1），考察当％在区间（-/?，/?）内时佘项Rn（x）的极限是否为零.如果为 

零，那么函数/U）在区间（内的幂级数展开式为
fM =/(0) +/,(0)^ + …+^p~xn

2! n\
+ …(-R<x <R).

例1将函数/（幻=:/展开成％的幂级数.
解所给函数的各阶导数为广> O） = 1，2,…），因此广）（0）

（/1=0，1，2,…），这里/°）（0） =/（0）•于是得级数
x2 xn

1 +无+二 + …+ —r + …，
2! n\

它的收敛半径i?=+oo.
对于任何有限的数^与f （f在0与x之间），余项的绝对值为

因eM有限，而

I圪WI

ur
n + l)\

（a + 1）!’ 

是收敛级数^

< e 卜I •
j n + ]

（n +1） !•

媒的-般项，所以当一时，

eM^!^r0,即当

1 + X +

~时，有1^（^）. 1-^0.于是得展开式

2!
+ —- + … 
n\

(- oo <x < + oo). (4-7)

如果在％ =0处附近，用级数的部分和（即多项式）来近似代替e'那么随着 

项数的增加，它们就越来越接近于e%如图12-4所示.

/ y=l+x
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例2将函数/(幻=sin a;展开成x的幂级数.
解所给函数的各阶导数为

广)(幻=sin卜 + n •子)(71 = 1,2,…)， "

/")(0)顺序循环地取0，1，0，-1，〜(^1：=0，1，2,3，〜)，于是得级数
3 5 2n + l

%-玎+玎-…+(_1) (2?1 + 1)!+…’

它的收敛半径丑=+00.
对于任何有限的数A；与f (€在0与x之间)，余项的绝对值当n—co时的极 

限为零：
( 71 + 1 ) 77]

\K(X) I =

因此得展开式

sm t +
2

(71+1)!

^Jo o—oo).

U + 1)!

3 5 2n

sin …-|y+|y-." +( _l)n 厂
(2n + l) !

( -00 < ^ < + 00 ).

(4-8)

以上将函数展开成幂级数的例子，是直接按公式心计算幂级数的

系数，最后考察余项心(幻是否趋于零.这种直接展开的方法计算量较大，而且 

研究余项即使在初等函数中也不是一件容易的事•下面介绍间接展开的方法，这 

就是利用一些已知的函数展开式，通过幂级数的运算(如四则运算、逐项求导、逐 

项积分)以及变量代换等，将所给函数展开成幂级数.这样做不但计算简单，而且 

可以避免研究余项.
前面我们已经求得的幂级数展开式有

e = nl'

sin
(- i)n 

„4t) (2/1 + 1)!'

00 <x < + <» ), (4-7)

c2n + 1 ( - c» <^< +oo), (4-8)

(4-9)

利用这三个展开式，可以求得许多函数的幂级数展开式.例如 

对(4-9)式两边从0到X积分，可得

士(二匕
n

1 <义彡1);

(4-10) 
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对(4-8)式两边求导，即得

cos
P i ( -00 <^< +00);

-0 (2n)\

把(4 - 7)式中的x换成％ln d，可得

(4-11)

a = e X (-00 <^< +00 )
n =0 11 !

把(4-9)式中的X换成A；2,可得 

1 00

X ( ~1) n^2n ( - r < ^ < 1)；
1 +X n = 0

对上式从0到X积分，可得
arc tan x= y' 4—-^r-x2n

2n + 1
(-1 ^^^1).

(4 -7)、(4 -8)、(4 -9)、(4 - 10)、(4 - 11)等五个幂级数展开式是最常用 

的，记住前三个，后两个也就掌握了.
下面再举几个用间接法把函数展开成幂级数的例子.
例3把函数/U) =(1 -^ln(l+4展开成％的幂级数.

解由 = Z —xn ( -1<^彡 1)得

f(x) =(l -x) ^ l)n

n — 1 ^ _ _ _ 1

=i Mr^n- i
n

ir•x

例4将函数sin x展开成(i-子)的幂级数. 

解因为

sin x = sin[f十_子)]
sin 手cos( x - D + cos 

4 l 4 4

sin

in卜-子
\ 4

1，

并且有 

• 286

john
新建图章



第四节函数展开成幂级数

cos

X -

2!

7T \ I TTa) +(A：'T

4!

(-1)"/ TT\2n

( 一 00 <x < + 00)，

TT \ / IT

"-tJ +r~T外_f)十
織卜-子厂

5!

(- 00 <%< + 00)，

所以

sm x
X-f) (X'f)

2! 3!

(-IT/ TT\2n ( -1)" / 1广 + 1 丄
T^yy卜一4) +(2“1)!卜4) •

(-① <X < + 00)

例5将函数/(X) =~1———— 
% +4^+3

解因为
/(均 1

展开成(/-I)的幂级数.

1
x2 +4x +3 (^ + 1) (x +3) 2(1 +x) 2(3+%)

1 1

4 1 +
2

8 1 +

而

%-1、， 
~4~

(-1)

4(1+4_1) 4 »=o 2n
(x-l)n

8 1
^0 4n

b-ir

(-l<x<3)f

(-3 <x<5),

4

所以

X (-i)n —h-ir (-i<^<3).f(x) =x2 +4x+3 台、…U…2-,

最后，再举一个用直接法展开的例子.
例6将函数/U) =(1 + ^)m展开成x的冪级数，其中m为任意实数. 

解/(幻的各阶导数为 .
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第十二章无穷级数

f(x) =m(l +^)m-1, 

f"{x) =m(m-l)(l +%)m-2,

fn) (x) =m(m - 1) (m - 2) ••• ( m - n + 1) ( 1 + ^) ra_n,

所以
/(0),1，尸(0) =m，/〃(0) =m(m-l)，…，

/n) (Q) =m(m -1) •••(m -n + 1),

于是得级数
m(m - 1) • • • ( m 一 n + 1) 

m!

这级数相邻两项的系数之比的绝对值
«n + l m -n

n + 1
O—^00 ）,

因此，对于任何实数m这级数在开区间（-1，1）内收敛.
为了避免直接研究余项，设这级数在开区间（-1，1）内收敛到函数^（＞）

F(x) m(m - 1) 2

一—下—X
-\) '''{m -n + \) n

• . X
n\

(-1 <^<1),

下面证明 F(x) = (1 +i)m ( - 1 <^: < 1) 

逐项求导，得
F r (x) = m[l +. (m - 1)…(m - 7i + 1)

I,O -1)!

两边各乘(1 +幻，并把含有xn(n = l，2,…)的两项合并起来.根据恒等式
(m - 1)…(m - 71 + 1) ( m - 1) •*■ ( m - n.)

(n - 1) ! + n\

n\
U = l，2,…)，

可得
(l+x)Fr(x)

m(m - 1) 2 
1 +mx +- - —- -x

mF(x) ( - 1 <x < 1).

m(m - -n + 1) „x + ]
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第四节函数展开成幂级数

现在令(p{x)
F(x) 

(1+幻
，于是(p{0) =F(0) = 1

"、(1 +x)mF,{x) -m(l +x)m-lF{x) 
“幻= (TT^

~ (1+幻2m 一，

所以史(4 =c (常数)•但是史(0) =1，从而史(幻=1，即
F(x) =(1 +x)m.

因此在区间(-1,1)内有展开式
n 、/n 1 m(m-l) 2
(l + ^) = I + mx +- - - - Lx

Z!

m(jn — n + l)

(- l <x<l). (4-12)

在区间的端点，展开式是否成立要看m的数值而定.
公式(4 - 12)叫做特殊地，当m为正整数时，级数为x的m次 

多项式，这就是代数学定理.
对应于爪=士与-士•的二项展开式分别为

sj\ + X =1
2 2*4 2-4-6 2 • 4 • 6 • 8

(一 1彡欠彡1)，

y 1 + X

1 1-3 2 1 • 3 • 5 3 1 • 3 •5 •7 4YX+2T4X 一+2.4.^T^,…+

(-D
• 3 • 5
2-4-6

( 2n - 1)

• (2ti)
(-1 <a;^1 ).

习题 一 4

1. 求函数/U) =cos %的泰勒级数，并验证它在整个数轴上收敛于这函数.
2. 将下列函数展开成x的幂级数，并求展开式成立的区间：

(1) sh x =―-—;

(3) a*；

(5)(1 +A：)ln( 1 + a;)

(2) In(a -¥x) (a >0)；

(4) sin2 x\

(6)
-/l +^2

3.将下列函数展开成b-1)的幂级数，并求展开式成立的区间：

289

john
新建图章



第十二章无穷级数

(1) ^; (2) lg

4.将函数/（幻=C0Sx展开成（x+f）的幂级数.

5•将函数/U） =1展开成（1-3）的幂级数.
X

6.将函数^展开成U+4）的幂级数. 
x +3x+2

第五节函数的幂级数展开式的应用

一、近似计算

有了函数的幂级数展开式，就可用它来进行近似计算，即在展开式有效的区 

间上，涵数值可以近似地利用这个级数按精确度要求计算出来.
例1计算的近似值，要求误差不超过0.000 1.
解因为

（-1 1/5
1 一 F ，

所以在二项展开式（4-12）中取-4,即得
5 3

^40=3(1-4- 1.4 L 丄• 4 • 9 1 \
5 34 52 • 2! 3T " 53 • 3 ! • f

这个级数收敛很快.取前两项的和作为^6"的近似值，其误差（也叫做_ 

误差）为 ™

|r2 | =3 

<3

4
~r +

4.9 1 +卜心9.14
52 • 2! 38 53 • 3! 312 54 • 4!

1 i •丄「 ， ，2
•2f 38L

1

+…

52 • 2! 38

6_ J_
25 * 31

8l+ 81

<
1 25 • 27 • 40 20 000 ’

81

于是取近似式为
^/240^

3^

为了使“四舍五人”引起的误差（叫做舍入误差）与截断误差之和不超过10 一4, 
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第五节函数的幂级数展开式的应用

计算时应取五位小数，然后再四舍五人.因此最后得
^240-2. 992 6.

例2计算In 2的近似值，要求误差不超过0.000 1.
解在公式(4-10)中，令％ = 1可得

In 2 = 1 - — + + ( -1广1丄+ 
n

取这级数前n项的和作为In 2的近似值，其误差为

(见第二节第二目).为了保证误差不超过10_4,就需要取级数的前10 000项进 

行计算.这样做计算量太大了，我们必须用收敛较快的级数来代替它.
把公式(4-10)

2 3 4
T / - V XXX
ln(l +x) =a;"Y+T""T + + (—1广T +

中将％换成-%，得

ln( 1 - x) .= - x -
2 3 4XXX

+(-i)
n-l ( ~ X)n

(-1 <X^\)

两式相减，得到不含有偶次幂的展开式
In ] + X = ln( 1 + ^) - ln( 1 - x)

2r+y"3 +了'5 +…

\ X

(一 1 < X < 1 ).

令1^=2,解出 -代入最后一个展开式，得

.ln2=2(T+T.F+了•m+".+5^r
取前四项作为In 2的近似值，其误差为
,丨，/ 11 11 1 1 11 
,r4' ~Z\ 9 39 11 313 2m + 1 32,1 + 1

2 *z r t 丄〈W1…9 l 9

1

于是取

4 . 39 70 000

…n/ 1 1 1 1 1 1
ln2«2 y+y ^j+y.^+y
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第十二章无穷级数

同样地，考虑到舍入误差，计算时应取五位小数:

3'

0. 333 33,

0. 000 82,

0.012 35,

37
0. 000 07‘

因此得

例3利用si

In 2«0. 693 1.

— f［求sin 9°的近似值，并估计误差.
解首先把角度化成弧度，

9°=ll5x9（弧度）=垚（弧度），
从而

.TT 7T 1 / TT \3
Sm 20 ^20 ■3T（2o）-

其次估计这个近似值的精确度.在sin x的幂级数展开式（4 - 8）中令x =

畀，得
sin JIL = I _ 丄（I）3 + 丄（5 _ 丄（7 + …+ /1疒+1 + ...

20 20 3!\20j 5!Uoj 7!\20j （2ti + 1） lUoj ，

等式右端是一个收敛的交错级数，且各项的绝对值单调减少.取它的前两项之和
作为sing的近似值，其误差为

㈤ ^*0'25 <30^000

因此取

于是得
20

=0.157 080，rr®3^0-000 646?

sin 9°«0.156 43，

这时误差不超过10_5.
利用幂级数不仅可计算一些函数值的近似值，而且可计算一些定积分的近 

似值•具体地说，如果被积函数在积分区间上能展开成幂级数，那么把这个幂级 

数逐项积分，用积分后的级数就可算出定积分的近似值.
例4计算定积分

292

john
新建图章



第五节函数的幂级数展开式的应用

的近似值，要求误差不超过0.000 1 1取$«0.564 l9j.

解将e*的幂级数展开式(4 - 7)中的换成-/，就得到被积函数的幂级 

数展开式
_x2 { - X2 ) ( - x2)2 ( - X2 )3 ( -X2)"

e =1+LTri+^_+lTr^+".+_^_+".

=V ( - 1 ) 71 — ( - 00 <x < + 00).

于是，根据幂级数在收敛区间内逐项可积，得

［ + LzDi^］〜=丄全(jzir f x2ndx
^Jo l^o nl -

1
22 • 3 24 . 5 • 2! 26 • 7 . 3!

取前四项的和作为近似值，其误差为
kl 1

+ •••+( 一 1广 ^
22n - (27i + l) -7i!

1 1 1 
28 .9 .4! <90 000’

所以

算得

• 3! ’

e~x2dx^0. 520 5.

例5计算积分
sin 三ck

的近似值，要求误差不超过0.000 1.

解由于lim sin x 1，因此所给积分不是反常积分.若定义被积函数在
x~*0 X

0处的值为1，则它在积分区间［0，1］上连续• 
展开被积函数，有

. 2 4 6 2n
sm ^ t ^ 欠 x ( , x „ x
丁 = 1 一玎+ M一亓 +…+ (_1) <^7171 (- 00 <x < + 00 ).
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第十二章无穷级数

在区间［0，1］上逐项积分，得
sm

3 • 3! +5 • 5! ~7 -7! + *** +( _1广 (2ra+ 1)( 2/1 + 1)
+….

因为第四项的绝对值
1

<7-7! 30 000’
所以取前三项的和作为积分的近似值：

1 1
3! 5.5!’.

算得
sin

—d^«0. 946 1.

二、微分方程的幂级数解法

这里，我们简单介绍一阶微分方程和二阶齐次线性微分方程的幂级数
解法.

为求一阶微分方程
dj

dx
办，y) (5-1)

满足初值条件:的特解，如果其中函数/u，y)是U-V)、(:T-y。)的 

多项式
f、x，y、=aoo +a10(x -x0) +a0l(y-yo) + …+ ai；7l ( % - % ) ' ( y - y0 ) '

那么可以设所求特解可展开为a;的幂级数：
7 = Jo +al(x-x0) +a2(x-x0)2 + …+an(x-x0)n + …， (5 -2)

其中％，《2，"^，*"是待定的系数.把(5-2)代入(5-1)中，便得一恒等式，比 

较所得恒等式两端％的同次幂的系数，就可定出常数％，％，…，以这些常数 

为系数的级数(5 -2)在其收敛区间内就是方程(5 -1)满足初值条件;H 

y。的特解•
例6求方程裝=满足)'丨X=Q=2的特解.

解这时，％ =0,y0=2.故设方程的特解为
7=2+ atx + a2x2 + ••- + anxr' + •••.

由此，得 y’= a! +2a2x + …+ rmnrcn_1 + …〆 

将:r及/的幂级数展开式代入方程，得
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第五节函数的幂级数展开式的应用

ax + 2a2x + ••• + nanxn~ +•••= - 2 - (a, + 1) a: - a2x'

上式为恒等式，比较上式两端x的同次幂的系数，得
aj = -2, 2a2 = - (al + 1) , 3a3 = - a2,…，nar

1 1 由数学归纳法可得

ax

故七

于是，得

2，a2 =y，a3 = r

= ( - 1 )n (n^2).

y =2 -2^ +—aj2 y + …+ ( - l)n—^

X + [ 1 - X + Y^X2 - ^JX3 + …+ ( - 1)" ^jxn + ••• J

x + e .

这就是所求的特解.
事实上，所给方程是一阶线性的，容易求得它的通解为y = + 1 -〜由

条件:r L=Q =2确定常数c = 1，即得方程的特解:r = e-x + i-x.

关于二阶齐次线性方程
yf, + PCx))^'+ (2(x)y =0 (5-3)

用幂级数求解的问题，我们先叙述一个定理：
定理如果方程(5 -3)中的系数P(幻与(?(幻可在-及d〈尺内展开为欠 

的幂级数，那么在-丑＜%＜及内方程(5-3)必有形如

r= X
的解.
这定理的证明从略• 
例7求微分方程

满足初值条件
yw -xy =0

r I ,=0 =°» 〆 I *=o
的特解.
解这里P(x) =0fQ(x) = -X在整个数轴上满足定理的条件.因此所求的 

解可在整个数轴上展开成％的幂级数
y = a0 + ajX + a2x2 + ••• + anxn + ••• = [u'

n =0

由条件y I p。=0，得a。=0.对级数(5 -4)逐项求导，有

(5-4)
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y' ■= ax + 2a2x + 3a3欠2 + …+ 肪〆-1 + …=^ nanxn~x ,

n = 1

由条件/ L=。= 1，得a = 1.于是所求特解:r及〆的展开式成为
00

y = x +a2x2 + a3x3 + ••- + anxn + ••- = x + ^ anxn, (5 -5)
n = 2 

00

〆=1 + 2a2A； + 3a3x2 + ... + 7iana;n_1 + …=1 + ^ nanxn~l. (5—6)

对级数(5-6)逐项求导，得 n_2
oo

7〃 = 2a2 +3 • 2a3A； + …+ n(n -1) anxn~2十…：^ n(n -1 )anxn~z.
n = 2

(5-7)

把(5 -5)和(5 _7)代入所给方程，并按％的升幂集项，得

2a2 + 3 • 2a3x + (4 • 3a4 - 1 )欠2 + (5 • 4a5 - a2)x3 +

(6 • 5a6 - a3)x4 + …+ [ U + 2) U + 1)\ + 2 -〜_、]/ + …=0. 

因为上式是恒等式，所以上式左端各项的系数必全为零，于是有
a2=0，a3=0，a4 as = ° * a6=0,…，

一般地

n+2 一 (71+2)(71+1) 

从这递推公式可以推得

(打=3,4,…)

«4 1
«8

«5

7 - 6 7. 6. 4 .3，8 8 - 7

a7 1

0,a9 =9~h=0i

ain — 一 —

10 . 9 10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3,

a3n + :

于是所求的特解为

a3m-l = a3m = ^ > 

1

J —X

(3m+l)37Ti...7 • 6 • 4 • 3
(爪=1，2,…)•

4 - 3 7 • 6 • 4 • 3 10 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3
^3m + 1

(3m + I)3m...l0 • 9 • 7 • 6 • 4 • 3 + ….
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第五节函数的幂级数展开式的应用

三' 欧拉公式

设有复数项级数为
（ux + （ w2 + i;2i） + …+ （un + vn\） + …， （5-8）

其中、与v„（ti = 1，2,3,…）为实常数或实函数•如果实部所成的级数
ux +u2 + ••• + （5—9）

收敛于和、并且虚部所成的级数
+ ••" + + •••

收敛于和〃，那么就说级数（5 -8）收镩且其利为u +沆 

如果级数（5-8）各项的模所^的级£

(5-10)

+v\ + ^u\ +v\ + ••- + 々x + …

收敛，那么称级数（5 -8）绝对收敛.如果级数（5 -8）绝对收敛，由于
\un\^ ^/un+v2n1 \vn\^ ^/un+v2n （n = l，2,3,…）， 

那么级数（5 -9）与（5 -10）绝对收敛，从而级数（5 -8）收敛.
考察复数项级数

+ Z 2!^ n\4
-zn + {z =x +yi). (5-11)

可以证明级数（5 -11）在整个复平面上是绝对收敛的•在％轴上（z =幻它表示指 

数函数e\在整个复平面上我们用它来定义复变量指数函数，记作V.于是ez定 

义为
ez = 1 + z + —z + …+

七+... ( | 2 | <00 ), (5-12)

当％=0时，z为纯虚数yi,(5-12)式成为

eyi =1 +/ +6(yi)2 +^y(yi)3 + …+^y(ri)n

-.1 2 1 3 • 1 4,1 5 •
=1 + ri -^-j-r 1+^yr + j\y 1 —

\ 2!

=cos 7 + ism y.

把:r换写为〜上式变为 

这就是欧拉（Euler）公式.

+ 占y4-…)+( 3 + 丄 一 ••
3!" 5!' 十

cos x + 1 sin x, (5-13)

应用公式（5 - 13）,复数z可以表示为指数形式••
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z =p( cos 6 + i sin 0) = pee ,

其中p = H是2的模，0 = arg z是2的辐角(图12-5)

在(5 - 13)式中把a;换成-%，又有
e~x，= cos x - i sin x.

把上式与(5-13)相加或相减，得
exi + e _5£i 

35^=____?

(5-14)

(5-15)
图 12 -5

2i

这两个式子也叫做^(5 -13)式或(5 -15)式揭示了三角函数与复变量 

指数函数之间的一
最后，根据定义式(5-12)，并利用幂级数的乘法，我们不难验证.

一 q ^ z2
C — C C •

特殊地，取A为实数为纯虚数yi，则有
ex +y' = e* • eyi = e* ( cos y + i sin y).

这就是说，复变量指数函数ez在z = a; +yi处的值是模为e'辐角为y的复数

习题12-5

1.利用函数的幂级数展开式求下列各数的近似值：
(1) In 3 (误差不超过0.000 1);

(2) ^fe (误差不超过0. 001);

(3) (误差不超过0. 000 01) ;

(4) cos 2° (误差不超过0.000 1).

2-利用被积函数的幂级数展开式求下列定积分的近似值:

⑴

(2)

1 +久

arctan

jdA；(误差不超过0.000 1); 

如(误差不超过0. 001).

3. 试用幂级数求下列各微分方程的解：
(1) y' - xy -x = 1；

(2) +xy' +y = 0；

(3) (l -x)yr =x2 -y.

4. 试甩幂级数求下列方程满足所给初值条件的特解：
(1) / =y2 W ’y 丨 1=0 =

2
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*第六节函数项级数的一致收敛性及一致收敛级数的基本性质

(2) (1 -x)yr +r = l +x,y | i = 0 =0.

3 ^6

5.验证函数;rOO 1 +^- +
(3n) !

(- < )满足微分方程y"

/+；K = 〆,并利用此结果求幂级数文yfri的和函数.
„ = o !

6.利用欧拉公式将函数/cos x展开成$的幂级数.

*第六节函数项级数的一致收敛性及 

一致收敛级数的基本性质

一、函数项级数的一致收敛性

我们知道，有限个连续函数的和仍然是连续函数，有限个函数的和的导数及 

积分也分别等于它们的导数及积分的和.但是对于无穷多个函数的和是否也具 

有这些性质呢？换句话说，无穷多个连续函数的和4幻是否仍然是连续函数？ 
无穷多个函数的导数及积分的和是否仍然分别等于它们的和函数的导数及积分 

呢？我们曾经指出，对于幂级数来说，回答是肯定的.但是，对于一般的函数项级 

数是否都是如此呢？下面来看一个例子.
例1函数项级数

^ + (x2 - x) + - x2) + …+ (a:n )+

的每一项都在［0，1］上连续，其前/I项之和为sn(x) =/，因此和函数为
r0 , 0彡义 < 1,

s(x) = lin^O)
"一 ［1 , X = 1.

这和函数在A：=l处间断.由此可见，函数项级数的每一项在上连续， 
并且级数在1>，6］上收敛，其和函数不一定在［a，6］上连续.也可以举出这样的 

例子，函数项级数的每一项的导数及积分所成的级数的和并不等于它们的和函 

数的导数及积分.这就提出了这样一个问题:对什么级数，能够从级数每一项的 

连续性得岀它的和函数的连续性，从级数的每一项的导数及积分所成的级数之 

和得出原来级数的和函数的导数及积分呢？要回答这个问题，就需要引人下面 

的函数项级数的一致收敛性概念.
设函数项级数

u^x) +u2(x) + ••- + Un(x) + •''
00

在区间/上收敛于和s(x).也就是对于区间/上的每一个值X。，数项级数X u^xo^
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第十二章无穷级数

收敛于心。)，即级数的部分和所成的数列
n

Sn(Xo) = Y, Ui(Xo)-^S(Xo) (il-^OO ). 
f=l

按数列极限的定义，对于任意给定的正数S以及区间/上的每一个值％，都存在 

着一个正整数斤，使得当n>iV时，有不等式
\s(x0) -Sn(x0) \ <e,

即
x

lrn(^0) I = | 2 Ui(Xo) |
i = n + 1

这个数TV—般说来不仅依赖于匕而且也依赖于％，我们记它为N(xots). 

如果对于某一函数项级数能够找到这样一个正整数iV，它只依赖于e而不 

依赖于％，也就是对区间/上的每一个值％都能适用的7VU)，对这类级数 

我们给一个特殊的名称以区别于一般的收敛级数，这就是下面的一致收敛 

的定义.
x

定义设有函数项级数(幻.如果对于任意给定的正数t都存在着
n = I -

一个只依赖于^的正整数/V，使得当n >7V时，对区间J上的一切t都有不等式
kU) I = |4幻-sn(x) I <5
CO

成立，那么称函数项级数I;、(幻在区间/上一獒收敛于和5(:0,也称函数序
n = 1

列U„(x)丨在区间/上一致收敛于s(x).
以上函数项级数一致收敛的定义在几何上可解释为：只要n充分大(„ > 

#)，在区间/上的所有曲线(均将位于曲线
y=S(A；) +£ 与 y=S(x)-£

之间(图12-6).

^y=s(x)+e /一、

少一'、1

图 12 — 6
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第六节函数项级数的一致收敛性及一致收敛级数的基本性质

例2研究级数

+
1

x + I \x + 2 x + I 

在区间［0 , + 00 )上的一致收敛性.

解级数的前/I项和以幻=-

x + n x + n

因此级数的和

s(^) = lim5n(A；) = lim—- - =0 (0彡a; < + oo ).
n—^cc n—► oo X Tt

于是，余项的绝对值
I〜O) I = I心)-夂(幻I =」一彡丄(0彡％ < + 00 ).

x + n n

对于任给e>0,取正整数iV彡丄，则当71>；V时，对于区伺［0, +00 )上的一切
S

义，有

I〈右.

根据定义，所给级数在区间［0，+ 00 )上一致收敛于5(^) ^0.
例3研究例1中的级数

X + {x2 — x) + ••• + (^:n - re'1-1 ) + •**

在区间(0，1)内的一致收敛性.
解这级数在区间(0，1)内处处收敛于和5(%) =0,但并不一致收敛•事实 

上，这个级数的部分和&(%) =/，对于任意一个正整数h取心于是
V2

Sn{Xn) =< = 士，

但〆')=0,从而
\rn(xn) | = |心„) -sn(xn) | = 士.

所以，只要取s〈去，不论n多么大，在(o，i m

总存在这样的点\，使得k ) | >匕因此所 

给级数在(0,1)内不一致收敛.这表明虽然函数 

序列s乂幻在(0，1)内处处收敛于s(x)二0，
但在(0，1)内各点处收敛于零的“快慢”
程度是不一致的，从图12-7中我们也可以看出 

这一情形.

(U)
y=sn(x)=x>l

图 12 -7
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第十二章无穷级数

可是对于任意正数r＜l，这级数在［0，r］上一致收敛.这是因为当时，
显然

\rn(x) \ =xn <e;

当0 彡r时，要使xn ＜s （不妨设＜ 1），只要rain x ＜\n s ^ n ＞：^5，而：^~^在
丄 n x In x

（0，r］上的最大值为故取正整数则当《＞〜时，对［0，r］上的一切x 
In r In r

都有/
上述例子也说明了一致收敛性与所讨论的区间有关.以上两例都是直接根

据定义来判定级数的一致收敛性的，现在介绍一个在实用上较方便的判别法.
»

定理（魏尔斯特拉斯（Weierstmss）判别法）如果函数项级数^ （幻在
n = 1

区间/上满足条件：
（1） | un（x） \ ^an （汀=1，2,3.，•••）；

..00

（2） 正项级数Z 收敛，
71 = 1

00

那么函数项级数Z、（幻在区间/上一致收敛.
n = 1

证由条件（2），对任意给定的£：＞0,裉据柯西审敛原理（第一节第三目） 

存在正整数/V，使得当n ＞iV.时，对任意的正整数/?，都有

an + l + an+2 + ^ %〈音
由条件(1)，对任何xe/，都有

I un + 1(x) +un + 2(x) + …十以…⑷ |

< 1〜+1(幻 I + k+20)丨 + …+ k+P0) I

＜沒、丄i + a. 〈音
♦ P—①，则由上式得

因此函数项级数Z 〃„U）在区间J上一致收敛.
n = 1

例4证明级数
sin x sin 2 x n2 x

22 n2

在（- oo，+ oo ）内一致收敛. 
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证因为在(-00，+00 )内

sin n
(n = 1,2,3, •••),

而$ 收敛，故由魏尔斯特拉斯判别法，所给级数在(-*，+ ~ )内一致收敛•

致收敛级数的基本性质

一致收敛级数有如下基本性质：
定理1如果级数全、(幻的各项、(幻在区间［a，6］上都连续，且

n = l
00

X、(幻在区间U，6］上一致收敛于sU)，那么〆4在［a，6］上也连续.
n = 1

证设％4为1>，6］上任意两点.由等式
s(x) =sn(x) +rn(x)，心0) = (x0 ) +r„u0)

得
|5(^) -s(x0) I = UJa;) -5n(^0) +rn(x) -rn(x0) \

^ \sn(x) -sn(xo) I + lrn(^) I + lrn(^o) I- (6-1)

因为级数$ ^(4—致收敛于所以对任意给定的正数6必有正整数# =
n = 1

#(幻，使得当^1>#时，对［^，6］上的一切；》；，都有

1〜(均I <+• (6-2)

当然，也有I /•„(%) I <y.选定满足大于#的n之后，&(4是有限项连续函数之 

和，故'(%)在点％连续，从而必有一个5 >0存在，当- a。| <5时，总有

k(幻-\Uo) I <+• (6-3)

由(6-1)、(6 -2)、(6-3)式可见，对任给&>0，必有5>0，当|^;-%丨<S时，有
\s(x) -s(a；0) | <€.

所以sU)在点％处连续，而％在!>，fc］上是任意的，因此4幻在［a，6］上连续. 

定理2 如果级数t 的各项\(幻在区间［«，纟］上连续，且
n = l

00 00

Z'h)在U，6］上一致收敛于sU)，那么级数^、(:0在［a，6］上可以逐项
ra = 1 n = 1

积分，即
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s ( x ) dx u2(x)dx (ac) dx (6-4)

其中a^A；0 并且上式右端的级数在U，6］上也一致收敛.
00

证因为级数Z \（幻在［«，6］上一致收敛，由定理l，s（幻，^（幻都在
n = 1

［a,6］上连续，所以积分f s（x）dx, f /•„（幻（k存在，从而有

Jxn Jxn

5(A：)d% - I sn (^)d^ 
厶0

r„(%)ck ^ I I rn(x) |d%.

又由级数的一致收敛性，对任给正数心必有#=#(£)，使得当71〉iV时，对［a, 6］ 
上的一^切％，都有

\rn(X) I <J^~.
o — a

于是，当71>/V时有

f s(x)dx - ［ sn(x)dx ^ f | rn(A；) \dx <—^—(x -xQ)
J^o J^o JxQ o — a

根据极限的定义，有
5(^)= lim sn(x)dx = lim V j ui(x)dxy

J*0 n->00 Jx0 n-*a> Jx0

即

I 5 ( ^ ) dx = V I u^x ) d^.
Jxo iTi Jxo

由于#只依赖于，而与无关，所以级数f f
r=i Jxo

收敛.
(%) d% 在［a, 6］上一致

定理3如果级数g、（幻在区间［aj］上收敛于和s（幻，它的各项（幻
n = 1

都具有连续导数4 （X），并且级数i < （幻在U，6］上一致收敛，那么级数
n = 1 、

0D

X （幻在［a，6］上也一致收敛，且可逐项求导，即
R = 1

s1 （x） = u［ （x） + （^） + **■ + urn （x） + ••*. （6 -5）

' 3C

证先证等式（6 -5）.由于$ uV （幻在［a，6］上一致收敛，设其和为
n = 1 

co

史（X），即Z iC （幻=史0>，欲证（6-5）只需证9（；0 =，（均就可以了.
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00

根据定理1知在［a，6］上连续，根据定理2,级数;^ < (幻可逐项
积分，故有 n_，

x 00 x 00

f (p(x)dx = y ［ Ufn (x)dx = y ［un(x) -Un(x0)］,
Jxo fri J^o rri

而
00 00

un(x) =s(x) , ^ Un(x0) =s(x0),

故

从而有

X lUn(X) -^n(Xo)]=心)-s(x0),

I <p(x)dx =s(x) -s(x0),
Jx0

其中.上式两端求导，即得关系式
(f(X) = s’(X).

00

再证级数z在［«，6］上也一致收敛.
n = 1

根据定理2,级数全f ufn (幻(k在［a,6］上一致收敛，而 

rrl Jxo

X ［ 0)如=X Un(x) - ^ Un(x0),
n = 1 n = 1 n = 1

所以
00 00 x 00 
Z») = X f 0)d%+ ^ un(x0),
n = 1 n = 1 ^x0 n = l

由此即得所要证的结论.
必须注意，级数一致收敛并不能保证可以逐项求导•例如，在例4中我们已 

证明了级数
sin x sin 2" sin
l2 22 :

在任何区间［a，6］上都是一致收敛的，但逐项求导后的级数 

cos x + cos 22x + ••• + cos n2x + •••,.
其一般项不趋于零，所以对任意值x都是发散的，因此原级数不可以逐项求导. 

下面我们来讨论幂级数的一致收敛性.
定理4如果幂级数f a〆1的收敛半径为i?>0,那么此级数在(- R，R)
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内的任一闭区间［a，6］上一致收敛.
证记r = max|丨a I，| 6 |丨，则对［<z，6］上的一切％，都有

I I < I 丨（汀= 0，1，2，."），

而0<r<i?，根据第三节定理1级数i 绝对收敛，由魏尔斯特拉斯判别法
n = 0

即得所要证的结论.
00

进一步还可证明，如果幂级数Z a〆1在收敛区间的端点收敛，那么一致收
71=0

敛的区间可扩大到包含端点.
下面我们来证明在第三节中指出的关于幂级数在其收敛区间内的和函数的 

连续性、逐项可导、逐项可积的结论.
关于和函数的连续性及逐项可积的结论，由定理4和定理1、定理2立即可

得.关于逐项可导的结论，我们重新叙述成如下定理并给出证明.
00

定理5如果幂级数^ ~/的收敛半径为7? >0,那么其和函数s（幻在
n = 0

（-丑，幻内可导，且有逐项求导公式
00 00

〆“）=（Z °^n）/= X nanXn~l ,
n =0 n = 1

逐项求导后所得到的幂级数与原级数有相同的收敛半径.
05

证先证级数Z /m〆1胃1在（内收敛.
n = 1

在（-R，R）内任意取定X，再选定巧，使得|^ | <七 <几记g <1，则

Tia. 1卜 I aX I =<_ I anXl I »

由比值审敛法可知级数2d收敛，于是
n = 1

nq" ~1 —>0 （n—^os ）

故数列丨nqn-l\有界，必有M >0，使得

nqn~ • —（7i = l，2，...）.

又0<〜<丑，级数Z |\<丨收敛，由比较审敛法的推论即得级数Z恥，1
n = 1 /i = 1

收敛.
CC

由定理4,级数Z rm〆 — 1在（-及，/0内的任一闭区间［a，6］上一致收敛，
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故幂级数Z〜/在|>，6］上适合定理3的条件，从而可逐项求导.再由［a，6］
n = 1

oc

在(-/?，/?)内的任意性，即得幂级数a〆*在(-只，/0内可逐项求导.
n = l

设幂级数i⑽/-1的收敛半径为/?'，上面已证得将此幂级数在
n = 1

00

［ofX］ (ui <in上逐项积分即得z心/，因逐项积分所得级数的收敛半径不
n = 1

会缩小，所以V彡丑，于是化=兄定理5证毕.

'习题12—6

1.已知函数序列 Sn(x) = sin — (n = 1，2,3，...)在(- oo，+ «> )上收敛于0，
n

(1) 问7VU3)取多大，能使当时，sn(A0与其极限之差的绝对值小于正数右;

(2) 证明在任一有限区间U，6］上一致收敛.

x2 /
2.已知级数;c2 + (— )上收敛.

+ x2 (1 +x2)'

(1) 求出该级数的和；
(2) 问iV(心均取多大，能使当n〉#时，级数的余项r„的绝对值小于正数&

(3) 分别讨论级数在区间［0，1］，［+，11上的一致收敛性.

3.按定义讨论下列级数在所给区间上的一致收敛性：
怎2

⑴S㈠广W7 - 00 <x < +00 ；(2) ^ (1 -x)xnf0<x<l,

4.利用魏尔斯特拉斯判别法证明下列级数在所给区间上的一致收敛性：

⑴S 2n
•, - 00 <x <

sin

(3) Z ^2e-n*, 0e<

⑺？i %4 +/’ -

(4) 2 <10;

<欠<

(5)^(.1)：(1^0^<+oo

第七节傅里叶级数

从本节开始，我们讨论由三角函数组成的函数项级数，即所谓三角缉骛，着 

重研究如何把函数展开成三角级数.
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一、三角级数三角函数系的正交性

在第一章中，我们介绍过周期函数的概念，周期函数反映了客观世界中的周 

期运动.
正弦函数是一种常见而简单的周期函数.例如描述简谐振动的函数

y = Asin(a^ + <p)

就是一个以h为周期的正弦函数，其中y表示动点的位置，f表示时间，>4为振 
0) —

为魚靈奎，p为翌想.
在中，正弦函数外，还会遇到非正弦函数的周期函数，它们反 

映了较复杂的周期运动.如电子技术中常用的周期为r的军取狹(图12-8)，就 

是一个非正弦周期函数的例子. —

如何深人研究非正弦周期函数呢？联系到前面介绍过的用函数的幂级数展 

开式表示与讨论函数，我们也想将周期函数展开成由简单的周期函数例如三角
函数组成的级数.具体地说，将周期为r f 的周期函数用一系列以T为周
期的正弦函数i4nsin(7i(yi+pn)组成的级数来表示，记为

90

/(0 =^o + X Ansin(na)t +<pn) 9 (7-1)

n = I
其中屯，人，％ U = l，2,3，...)都是常数.

将周期函数按上述方式展开，它的物理意义是很明确的，这就是把一个比较 

复杂的周期运动看成是许多不同频率的简谐振动的叠加.在电工学上，这种展开 

称为其中常数项A。称为/(t)的真驗f：，AlSin(如+ ^)称为二賴 
波(又叫做基波;M2sin(2⑽+<p2；M3sin(3a7^7••依次称为二次谐波 

ft,等等.
为了以后讨论方便起见，我们将正弦函数乂sin(⑽t +%)按三角公式变
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形，得
Ansin( nciit + <pn) =/lnsin (pncos ncot +Ancos ^pnsin na)t.

并且令f =40，an =人sin <pn，bn =Ancos （pn1（x）=子（即 T = 21），则（7 - 1）式右端 

的级数就可以改写为
^0 / RTTt , . TlTTt v^T+ 2, («,cos — + bnsm (7-2)

形如（7 -2）式的级数叫做三角级数，其中a。，〜，（/i = 1，2,3,…）都是

常数.

令
TTt

，（7-2）式成为

+ y （ancos nx + bnsin nx） , （7-3）
2 n = i

这就把以2Z为周期的三角级数转换成以2it为周期的三角级数.
下面我们讨论以2tt为周期的三角级数（7-3）.
如同讨论幂级数时一样，我们必须讨论三角级数（ 7 - 3）的收敛问题，以及 

给定周期为27T的周期函数如何把它展开成三角级数（7-3）.为此，我们首先介 

绍三角函数系的正交性.
所谓三角涵骛赛

1,cos x, sin x,cos 2x, sin 2x,cos nx,sin nx（7-4） 

在区间［-tu］上Igg，就是指在三角函数系（7 -4）中任何不同的两个函数的 

乘积在区间［-▽，$的积分等于零，即

cos nxdiX = 0 （ti = 1，2,3，".），
J-TT

厂17
sin nxdx = 0 （ra = l，2,3，...），

J-1T

J sin kx cos nxdx = 0 （Jc，n = 1，2,3'…），

I cos kx cos nxdx = 0 （k，n = 1，2，3，".，khi），
J-TT

J sin kx sin nx&x = 0 {k ,n = 1,2,3，-•- fk^n）.

以上等式，都可以通过计算定积分来验证，现将第四式验证如下：
利用三角函数中积化和差的公式

cos kx cos nx cos{k + n）x + cos{k - n）a;］,
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当时，有

cos kx cos nxdx
2

[cos( A: + n)x + cos( k - n)x]dx

1 r sin（ -i- /i）iy sin（k - n）xi17
2 1 k + n k - n J

= 0 {k,n = 1,2,3 ,,k^n）.

其余等式请读者自行验证•
在三角函数系（7-4）中，两个相同函数的乘积在区间［-7r，7r］上的积分不 

等于零，即
l2d^ =27r f sin2n^d^ cos27i^d^ U = l,2,3,…).

二、函数展开成傅里叶级数

设/（幻是周期为2^71■的周期函数，且能展开成三角级数
a0 -

fix） + X （ «Acos kx + 6Asin kx）. （7-5）
2 |Ti

我们自然要问：系数a。，^，卜，…与函数/（幻之间存在着怎样的关系？换句话 

说，如何利用/U）把，…表达出来？为此，我们进一步假设（7 -5）式右 

端的级数可以逐项积分.
先求a。.对（7 -5）式从-TT到积分，由于假设（7 -5）式右端级数可逐项 

积分，因此有
- a0
f(x)dx -drc + cos kxdx + bt sin kxdx .2-IN：

根据三角函数系（7-4）的正交性，等式右端除第一项外，其余各项均为零，所以

— «0f(x)dx
2

2订，

于是得

到T积分，我们得到

g0 =— f（x）dx.
7T

其次求a„.用cgs m乘（7 -5）式两端，再从-

| fix） cos nxdx

J cos nxAx + 工 akJ cos kx cos nxdix + bk j sin kx cos .

根据三角函数系（7 -4）的正交性，等式右端除A;= 〃的一项外，其余各项均为 
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零，所以

fix) cos nxAx cos2 ux^lx = an<7r,

于是得
a =— j f{x) cos nxdx ( n = 1 ,2,3 , ••• ) •

TT J-TT

类似地，用sin M乘(7 -5)式的两端，再从-77到TT衩分，可得

f(x) sin nxdx 1，2,3，.”）.

由于当re = 0时，an的表达式正好给岀a。，因此，已得结果可以合并写成 

an = —j f（x）cos nxdx （n =0,1 ,

f(x) sin nxdx ( w = 1,2,3 , •••)

(7-6)

如果公式（7-6）中的积分都存在，这时它们定出的系数a。，ttl，卜，…叫做函 

数/（幻的傅里叶（Fourier）系数，将这些系数代入（ 7 - 5 ）式右端，所得的三角 

级数
+ 6 sin nx)

叫做函数/（%）的傅里叶级象
一个定义在r^T^）上周期为2^7的函数/（幻，如果它在一个周期上可 

积，那么一定可以作出/（幻的傅里叶级数.然而，函数/（幻的傅里叶级数是否一 

定收敛？如果它收敛，它是否一定收敛于函数/（幻？ 一般说来，这两个问题的 

答案都不是肯定的.那么，/（幻在怎样的条件下，它的傅里叶级数不仅收敛，而且 

收敛于/（幻？也就是说，/（幻满足什么条件可以展开成傅里叶级数？这是我们 

面临的一个基本问题•
下面我们叙述一个收敛定理（不加证明），它给出关于上述问题的一个重要 

结论.
定理（收敛定理，狄利克雷（Dirichlet）充分条件）设/（%）是周期为h的周 

期函数，如果它满足：
（1） 在一个周期内连续或只有有限个第一类间断点，
（2） 在一个周期内至多只有有限个极值点，

那么/（幻的傅里叶级数收敛，并且
当％是/（幻的连续点时，级数收敛于/U）;
当欠是/（幻的间断点时，级数收敛于f[/（r）+/U+）].
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收敛定理告诉我们：只要函数在［-m］上至多有有限个第一类间断点，并 

且不作无限次振动，函数的傅里叶级数在连续点处就收敛于该点的函数值，在间 

断点处收敛于该点左极限与右极限的算术平均值.可见，函数展开成傅里叶级数 

的条件比展开成幂级数的条件低得多.记
C =卜 |/(^) =y[/(^" ) +f(x+) ]

在C上就成立/（幻的傅里叶级数展开式

f(x) + 2^, ( oncos nx + bnsin nx) , x ^C. (7-7)

例1设/（幻是周期为277的周期函数，它在［-71，77）上的表达式为

f(X)
-1 , - TT ^ < 0 ,

1 , 0彡 X < TT.

将/（4展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形.
解所给函数满足收敛定理的条件，它在点（/1；=0, ±1，±2，."）处 

不连续，在其他点处连续，从而由收敛定理知道/（幻的傅里叶级数收敛，并且当 

无=左77时级数收敛于
-1+1 1+（-1）

2 2
= 0,

当时级数收敛于/（幻. 

计算傅里叶系数如下:

anj = — /( x ) cos nxdx
TT J-tt

—I (一 1) cos nxdx + — 1 • cos nxdiX
IT J-n TT JO

:0 ( n = 0,1,2, •••)

1 广— /(^) sin nxdx
TT J-w

—— (-1) sin nx^ix + — 1 • sin nxdx
7T tt Jo

[cos 7ia：i 1 r cos 71叶
n J — -tt L n J)

- [1 — cos titt — cos mr + 1 ] =- - [ 1 - ( - 1)"]
n7T TITT

4
，n = l，3,5,…，

tit;

.0， 71 =2,4,6,
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将求得的系数代入(7-7)式，就得到/(幻的傅里叶级数展开式为 

f{x) = — J sin x + -|-sin 3x + ••- + ^ j-sin (2A: - 1)a; + j

=——V —- -sin(2A: -l)x (-oo<x<+oo;A；#0，±7r，± ,*••)•
• ^ fri 2k — 1

级数的和函数的图形如图12-9所示：
n
16

-2tci 一丌I 
6-

图 12-9

如果把例1中的函数理解为矩形波的波形函数(周期『 = 277,振幅E = l，自 

变量X表示时间)，那么上面所得到的展开式表明：矩形波是由一系列不同频率 

的正弦波叠加而成的，这些正弦波的频率依次为基波频率的奇数倍.
例2设/(幻是周期为217的周期函数，它在［-Tr，TT)上的表达式为

{X. 一 <0，

0， 0^X<TT.

将/U)展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形. 1
解所给函数满足收敛定理的条件，它在点1 = (26 + 1)77 (A：=0, ±1, 

±2,…)处不连续.因此，/(幻的傅里叶级数在％ = (2A; + l)7r处收敛于
/(tt") +/( - 7T+) TT

2 = 2 = "T'

在连续点X (x#(2A： + l〉TT)处收敛于/(%).
计算傅里叶系数如下：

1 f 甘 1 r0
an = — I f(x) cos nxdx = — I xcos nxdx

n TT 厂甘 TT J-tt

^sin nx cos nxm丄『xsin

it l n

r 2

n,2TT
(1 - COS 717r)

，n = l，3,5,…，
=J W IT

«0

0，n =2,4,6,••-；

-厂/0)如=丄f xdx
T TT J-ir TT

[i]
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— f{x) sin nxdx = — I xsin nxdx 
TT J-tt TT J-it

欠cos nx sin nxn nx^
n J

COS 71 TT ( - 1 ) " + l

n n

将求得的系数代入（7-7）式，得到/U）的傅里叶级数展开式为
2IM ^ + (-cos 

4 I 77
x + sin xj —sin 2x 

2 VJ TT
2 cos 3x + 了sin 3叫-

1心4叫hcos + —sin 5外-…

y —i-,cos(2.-l),+ i d'sW

4 ' TT (2k-l)2

(- oo <x < + oo; 士tt，± Sir, '•-).

级数的和函数的图形如图12-10所示：

n

图 12-10
. -

应该注意，如果函数/u）只在［-m］上有定义，并且满足收敛定理的条 

件，那么/（幻也可以展开成傅里叶级数.事实上，我们可在［-71，77）或（-77,71］ 
外补充函数/（幻的定义，使它拓广成周期为277的周期函数F（幻.按这种方式 

拓广函数的定义域的过程称为.再将FU）展开成傅里叶级数.最后限 

制欠在（-77,77）内，此时样便得到/（旬的傅里叶级数展开式.根
据收敛定理，这级数在区间端点^= ±77处收敛于/（77_ >

例3将函数

u(t) = E
2

展开成傅里叶级数，其中i：是正的常数.
解所给函数在区间［-77,77］上满足收敛定理的条件，并且拓广为周期函
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数时，它在每一点^处都连续（图12-11），因此拓广的周期函数的傅里叶级数 

在［-7T，TT］上收敛于W⑴..
计算傅里叶系数如下:

u(t)cos ntdt

cos ntdt,

图 12-11因为上列积分中被积函数为偶函数，
所以

2E r . t 」
a 二— sm —cos ntdtn TT Jo 2 

E= ^\0卜卜+T）卜士卜计卜
_ E

cos | /i + t cos ( n - 士卜

TT.n+T
+ n-±

E r i i > 4E
TT 1 1 

n + —— n ——l 2 2 J
(4n2 - 1) 7T

(7i =0，1，2,…)

Af
TT J-i sin sin ntdt = 0 ( n = 1,2 ,3 , ••• ) •

上式等于零是因为被积函数是奇函数.
将求得的系数代人（7-7）式，得uO）的傅里叶级数展开式为

u（t） = —（4——V —^- cos nt\ （ - TT ^ f ^ tt）.
7T l 2 „4l 4^2 - 1 I

三'正弦级数和余弦级数

一般说来，一个函数的傅里叶级数既含有正弦项，又含有余弦项（见例2）. 
但是，也有一些函数的傅里叶级数只含有正弦项（见例1）或者只含有常数项和 

余弦项（见例3）.这是什么原因呢？实际上，这些情况是与所给函数/（幻的奇偶 

性有密切关系的.对于周期为27T的函数/（幻，它的傅里叶系数计算公式为
1 广an =— I /（a;）cos nxdx （ra=0,l,；2,."）,
7T J~TT

=丄 f /（^）sin nxdx （/i = 1，2,3，…）.

n TT J-^
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由于奇函数在对称区间上的积分为零，偶函数在对称区间上的积分等于半区间 

上积分的两倍，因此，
当/(幻为奇函数时，/O)cos m是奇函数，/(a;)sin m是偶函数，故

a„ = 0 (n = 0，1，2,…)， 

, 2^Lf(x)sin nxdx (n = 1,2,3, ••-).

即知奇函数的傅里叶级数是只含有正弦项的正弦级数
00

sin nx.

(7-8)

(7-9)

当/(幻为偶函数时，/G) cos 71%是偶函数，/(%) sin m是奇函数，故 

an = — J /(^) cos nxdx (n = 0,1 ,2 ,*••), 1

bn = 0 (n = 1,2,3，...). J

即知偶函数的傅里叶级数是只含常数项和余弦项的余弦级数
ao丄 ▽
T+ cos nx.

(7-10)

(7-11)

例4设/U)是周期为27T的周期函数，它在［-77，Tr)上的表达式为 

f(x) .将/U)展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形.
解首先，所给函数满足收敛定理的条件，它在点

X = (2k + 1 ) TT (/c = 0 , ±1, ±2,-**)
处不连续，因此/(幻的傅里叶级数在点A； = (2A: + 1) TT处收敛于

/(^~ ) +/( 一 TT + )…TT + (
0,

2 2

在连续点％ (%# (2A： + 1 )TT)处收敛于/(X).

其次，若不计欠= (2A：+l)Tr (A;=0, ±1, ±2,…)，则/(A；)是周期为27T的奇

函数.显然，此时(7 -8)式仍成立.按公式(7 -8)有〜=0 (n =0，1，2,…)，而
t 2 r. . . . . .  2
K =—

TT

TT

f /(^) sin nxdx = — [ xsin nxdx 
J 0 TT Jo

xcos nx sm nx

n

—COS 777T = —( — 1 ) n + I (n =1，2,3，•••)•

将求得的代入正弦级数(7 -9)，得/(x)的傅里叶级数展开式为
f{x) =2( sin x -冬sin 2x + 冬sin 3% -…+-——  sin nx 4

A 2 3 n
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* / _ 1 ) " +1
2 V - - - - - sin nx ( - co <x < + oo ； xt6 ± tt, ±Stt, *** )

—f n

级数的和函数的图形如图12-12所示：

' 图 12-12

.例5设/（幻是周期为h的周期函数，它在［-77,71）上的表达式为/（幻= 

I，将/（幻展开成傳里叶级数.•
解所给函数满足收敛定理的条件，它在整个数轴上连续（图12-13 ），因 

此/U）的傅里叶级数处处收敛于/（幻.
因为/（幻是偶函数，所以按公式（7 -10），有=0U = 1，2,3,…），而

2 r …, 2an -— f f(x) cos nx d^: =— f 
TT J 0 TT J 0

2 r A；sin 
77 l n

nxdx

2 rA；sin nx cos nx-\ 2 , ,、
V- - 2— =——COS TITT — 丄)

n 」o Trn

4

im
,n = 1,3 ,5，…，

10,汀=2,4,6,…；

2广〜， 2 r
a0

TT

J /(x) dx =一 J xdx
TT.

将求得的系数\代入余弦级数（7 - 11），得/（幻的傅里叶级数展开式为

f(x)
2 TT 

1
(2k-1) 

TT 4

cos x + —rcos 3x + —7-cos 5x + ••* + 
3 5

YCOs(2A: - 1

z -cos (2k - l)x ( - oo < ^ < +oo).
2 TT ^ （ 2k-1）

在实际应用（如研究某种波动问题，热的传导、扩散问题）中，有时还需要把 

定义在区间［0,77］上的函数/U）展开成正弦级数或佘弦级数.
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根据前面讨论的结果，这类展开问题可以按如下的方法解决:设函数/（%） 
定义在区间［0,77］上并且满足收敛定理的条件，我们在开区间（-TT，0）内补充 

函数/U）的定义，得到定义奔（-77,77］上的函数以幻，使它在（-m）上成为 

奇函数①（偶函数）.按这种方式拓广函数定义域的过程称为竒驅街（傳延释）. 
然后将奇延拓（偶延拓）后的函数展开成傅里叶级数，这个级是数 

（余弦级数）.再限制在（0,7T］上，此时F（X） ^f（x），这样便得到/（幻的正弦级 

数（余弦级数）展开式.
例如将函数

（p（x） =x （0^a;^tt）

作奇延拓，再作周期延拓，便成例4中的函数，按例4的结果，有
* （ -l）n + 1x-2^ - - - - - sin nx （0^^ < tt）;

n = 1 11

将pU）作偶延拓，再作周期延拓，便成例5中的函数，按例5的结果，有
TT 4 1

2 "ir k = x {2k — 1)
-cos(2A： - 1

例6将函数

/U)

7Tcos a;, 0彡％〈了，

TT
0， —^X^TT

分别展开成正弦级数和余弦级数.
解先展开成正弦级数.为此对函数/（幻作奇延拓（图12-13）.

2 \

图 12 -13

按公式（7-8）有

f f{x) sin nxdx =— f
Jo 7T J o

nxdx = — | cos xsin nxdx 
TT

①补充/（X）的定义使它在（-TT，TT）上成为奇函数时，若/（o） #0,则规定F（0） =0. 
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1 f号.
=— [sin (ri 1) ^; + sin ( n + 1) ^ ] d^c

7T J°

=—f- - -cos( - 1)a:- - - - -cos( n + 1 )a;]
7T L ^ - 1 71+1 Jn

1 1
一 - - 7十  - - - - -COS —-—TT :- - - rcos —-—TT
TT\n - I n + 1 Ti-1 2 Ti + l 2 }

l/2/i
-sin +

.UTT^
sm

-Tr\7i2—1 n 2 n +1 2

2 . . /ITT、
( —Y).

以上计算对71 = 1不适合需另行计算：
2 r. . . . .  2

cos resin xdx =—— 
TT Jo 7T

f(x)sin xdx
TT Jo

将求得的代入(7-9)式，得/(幻的正弦级数展开式为

f(x) = —[ sin + 2 V ~~-(n - sin ^-) sin (0 <x^tt)
tt h2 n -1 2

在端点^ =0处级数收敛到零，它不等于/(0).
再展开成余弦级数•为此对函数/(幻作偶延拓(图12 - 14).

图 12-14

按公式(7-10)有
—f /(^) cos nxdx = — f cos x cos nxdx 
TT J 0 TT J o

1 rf
—— [cos(n - l)x + cos( n + 1) a: ] d^:
IT Jo
1 r 1 . n " ^

——- - -sm-
TT L M - 1

2 .

——tt +- - rsin ——-
2 n + 1 2

TT (Tl2 - 1 )
sin

,0, n =2k - 1，

TT= 2( -1”

TT(4k2 - 1 )
,n = 2k.
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第十二章无穷级数

以上计算对M = 1不适合，％需另行计算：
2

TT

TT JL

cos2x dx = — I (1 + cos 2x) 
0 TT J 0 2

将求得的a„代入(7 -11)式，得/(a;)的余弦级数展开式为 

1 1 2°° (一
f{x)二——+ —cos x +— - - ；- - - cos 2kx (O^x^ir) ^

TT 2 7T j^Tj 4k -1

利用函数的傅里叶级数展开式，有时可得一些特殊级数的和，例如按例5的 

结果，有
kl =■?■- - X /07 1，2COS(2k-1)X ( -TT^X^TT), .

2 TT tti (2k -1)"

在上式中令％=0,便得
^ 1 TT2

设
(2k —iy2 s

f=l+?+?+^+’"+7

o-,=
3" 5^ (2n -l)2

…(^

(To =

因为

所以

cr3 + 7T_TT + ."+( 一1广 ~T +
n¥+¥~7

or 一0■ i + ^2
T=; 4

O 7,7

^ l 7T IT TT~ TT^=Y = 24^ a = (Tl+^=Y + 24=-6^

又

cr3 =20"! - G"
2 2 2 

TT TT TT- - - - =- •
4 6 12

习题 12 - 7

1.下列周期函数/(幻的周期为2ir，试将/(幻展开成傅里叶级数，如果/(x)在［-nr: 
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第八节一般周期函数的傅里叶级数

上的表达式为：
(1) f{x) = 3>x2 + 1 ( - < tt) ； (2) f(x) = e2x ( - < tt);

{bx, - <0.
ax, O^x <tt (a，6为常数，且 a > 6 >0).

2.将下列函数/(幻展开成傅里叶级数：
’，-TT^X <0,

(1) f(x) =2sin — ( - ; (2) /0)
1 , 0彡欠彡TT.

3. 将函数/(4 =COS-y ( 展开成傅里叶级数•

4. 设/(幻是周期为2tt的周期函数，它在［-TT，7T)上的表达式为
TT

-<

fix)

2 2，

2 2，

2， 2
O <

将/U)展开成傅里叶级数. 

5.将函数/“) 2~ (0彡Ktt)展开成正弦级数.

6. 将函数/(x)=2x2 在tt)分别展开成正弦级数和余弦级数.

7. 设周期函数/(幻的周期为27T.证明：

(1) 若 f(x-tt) = -f(x)，则/(X)的傅里叶系数 aQ = 0,a2h =0,b2k =0 (k = l，2，".)

(2) 若/O -tt) =f(x)，则/U)的傅里叶系数 an + l =0,bu + l =0 (/c = 0，1，2,…).

第八节一般周期函数的傅里叶级数

、周期为2Z的周期函数的傅里叶级数

上节所讨论的周期函数都是以277为周期的，但是实际问题中所遇到的周
2tt期函数，它的周期不一定是2^7.例如上节中提到的矩形波，它的周期是r
0)

因此，本节我们讨论周期为2Z的周期函数的傅里叶级数.根据上节讨论的结果， 
经过自变量的变量代换，可得下面的定理：
定理设周期为2Z的周期函数/(幻满足收敛定理的条件，则它的傅里叶级 

数展开式为
QD

aofM I nnx .X a.„cos 丁+ 6„
2

mrx' Q， (8 - 1)
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第十二章无穷级数

其中
s^Y^dx (/I =0,1，2，...)，a" = Tif(x)co

bn=Y \ /(x) sin (ti = 1,2,3,•••),

(：=卜 f(x) =y[/(A：~) +/(^+)]|.

当/U)为奇函数时，
00

.f(x) = 2 6nsin^y^ (x&C),
n = l 1

其中
bn =-y Jo /(^)sin (/i = 1,2,3 , ••• ) •

当/U)为偶函数时，
a0 X ancos^ (aC)，

其中
an-^r \ f(x)cos^Y^-dx (n =0,1

(8-2)

(8-3)

(8-4)

(8-5)

(8-6)

证作变量代换于是区间就变换成-ttSzStt.设函

数/(幻=^j =F(Z)，从而F(Z)是周期为27T的周期函数，并且它满足收敛定 

理的条件，将F(z)展开成傅里叶级数
F(z) =^-+ X (〜cos nz + 6„sin nz),

其中
an =— J /^(2)(；08 nzdzf bn =——| F(z) sin nzdz.

7T J-tt 7T J—貫

在以上式子中并注意到F(z) =f(x)，于是有

fM = y + z, [ a"cos ~T~ bnSin ~ir) *

«„ =y j^/(^0cos ^pd%， bn =y J^/(x)sin 

类似地，可以证明定理的其余部分.

mrx 7 • mrxy

而且
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第八节一般周期函数的傅里叶级数

例1设/（幻是周期为4的周期函数，它在［-2,2）上的表达式为
「0，— 2 ^x < 0,f（x） = I （吊数 WO）.
［/i ,0 <2

将/（幻展开成傅里叶级数，并作出级数的和函数的图形.
解这时〗=2,按公式（8-2）有

an =4" f /icos ~^-dx = ［ —sin =0 （ re#0）；

2 Jo 2 L /nr 2 J。

an = — 0d% + —- hdx = h;
0 2 J-2 2 Jo

y/o hsin^fdx = [- 

h

h wnxi
^C0S 了 1

TITT

f o r/ , 、 I ——，玎=1，3,5,
(1 一 COS TITT； = /

L0 ,n. =2,4,6,

将求得的系数A代人(8-1)式，得
rf 、 h 2h( . nx 1 . 3-tta; 1 . Sirx 1 . (2ti -
/W =y +^(smT +Tsm y +ysm t+…+^ism 2-

(- 00 <x < 十00 ；^7^0, ±2, ±4, •••)

级数的和函数的图形如图12-15所示.

4

h<-
Mi

- - ^
! pL

► • 4
1
1
丄 - - -

6 2 x u

•

1 lx
T

图 12-15 图 12 -16

例2将如图12-16所示的函数

M{x）

f，

p(l - x) l
2，T

分别展开成正弦级数和余弦级数.
解M（幻是定义在［0，Z］上的函数，要将它展开成正弦级数，必须对MU） 

进行奇延拓.按公式（8 -4）计算延拓后的函数的傅里叶系数
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第十二章无穷级数

bn :手！ M(x) sin

丄
2 r fT px . /nn：」

=tUo Tsm-rd"-

对上式右端的第二项，令，则

rl p(l-x)
sinTd4

f tr "sin mrx,~rdx +
• h-tt(/ - t)

(-dO

=今［J。xsin + ( - 1) 丄 isin j /

当几=2A;为偶数时，62i=0;当-几=2灸一1为奇数时，

b2h 芊(％sin ^l^dx = _^Lsin ^
l Jo l (2A：-l)2ir2 2

_2Pl( -1 广1
(2k -1)2ti2

将求得的代入(8 -3)式，得MU)的正弦级数展开式为
2plMM=^f i二
772 a4i (2/c-l)2 l

再求M(x)的余弦级数展开式.为此对M(幻作偶延拓，再作周期延拓.注意 

到延拓所得周期函数的周期为Z，知可展开成周期为Z的余弦级数.按公式
(8-6)(将(8-6)中的Z换成f)计算傅里叶系数：

an =冬(* M(x) cos 

l Jo l

2pr / . 2iiitx (
一 ―i— I - - - - - /vein - - - - - - -  J- I 一

px 2 mi
cos -dx

2n7[x~

l L In^n l 2mT,

Pi
pi / i、..1 " 2—2» n, = 1,3 ,5

(cos mr — 1 ) = ^ n it
2n2 it2

.0, n = 2，4，6，•".

ao

将求得的\代入(8-5)式，得
pi pi ST' 1M(x)

TT itrl (2k -1)
(0^iy
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第八节一般周期函数的傅里叶级数

二、傅里叶级数的复数形式

傅里叶级数还可以用复数形式表示.在电子技术中，经常应用这种形式. 

设周期为2Z的周期函数/（幻的傅里叶级数为
TlllX , •

cos —— + o„sin ——

其中系数\与6„为

d =
+J ,/0)cos (n =0,1,

-j-J i/(x)sin ^j^dx (n = 1 ,2,3 ,••• )•

利用欧拉公式

把（8-7）式化为

cos t
e(i + e en - e n

sin
2i

T

记

T

+

CO J •

^. r (Z n^rx. rnrx. U 1 ri^nx. mrx. 1+ I [y(e^+e-^) -^(e-rl-e-^)]

^ - hn^j | 〜+6七 _平q.
_ i L 2 2 J

an +bJ 
2~~

则（8-9）式就表示为
-, mrx. mrx.

co + X (以丁1 .d

mrx. ^—, nirx. mrx.

= (cne-r')n=0+ (c^e-'+c^e--1).
n = I

即得傅里叶锋数的复数形式为
»
—_ mrx.
X CT.

n f - oo
为得出系数c„的表达式，把(8 -8)式代人(8 _10)式，得

co T 21hf-/(x)dx;

(8-7)

(8-8)

(8-9)

= c.„ (ti = 1，2,3,…)，(8-10)

(8-11)
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第十二章无穷级数

y[y/_/(A：)cos ^dx-fjj(x)sin ^fdx]

21
f(x)(cos^-i sin

21
f(x)e'~^idx (n = 1,2,3,…)；

c ^ =
an+^J

f(x)e~ldx (n = 1,2,3 ,•••)•2 21 J-r

将已得的结果合并写为 /
Cn =^1 （打二0, 土1，±2,…）. （8 -12）

这就是傅里叶系、数的复数形式.
傅质上是一样的，但复数形式比较简洁，且只用一个 

算式计算系数.
例3把宽为7•、高为/I、周期为r的矩形波（图12-17）展开成复数形式的 

傅里叶级数.

I- - 9 9

z _ 
T _ 2

x X 
T T

图 12 —17

解在一个周期［ T T 内矩形波的函数表达式为

u(t) = ^

按公式（8-12）有

T J-T/2

0, r
一 n

2 2

0, +幻＜^
2 2

df =
I rT/2 2««.

t/2
=y[2Z^e'^l

T L ztitfi i „

h • 7tTT7 / 1 w \
t/2W (…1，土2’.“)
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总习题十二

c^-flr^t)dt = -rL,Mt

将求得的C„代人级数(8 - 11)，得

x " n = -. cc

hr
亍，

I . nn^T — 
——sm ——-e T 
n T

| - oo <t < + oo 't^nT ±~-fn =0, ±1，±2,

习题.12 - 8

将下列各周期函数展开成傅里叶级数(下面给出函数在一个周期内的表达式)：
(1) f(x) = 1 一欠2 ( 一+在x <^~j ；

(2) f(x)=,

(3) f(x)

1 ^A： <0

1，< —,

<

2x + 1, -3 <0

1, <3.

2.将下列函数分别展开成正弦级数和余弦级数：

⑴/⑷
xt <

2
(2) f(x) -x (0^^^2).

工，

*3.设/(a;)是周期为2的周期函数，它在［-1,1)上的表达式为/(幻=e_'试将/•(a)展开 

成复数形式的傅里叶级数.
*4.设u(0是周期为r的周期函数.已梦它的傅里叶级数的复数形式为(参阅本节例题)

hr h ^ 1 . n-irr , 、
〉—sm ——e t ( - oo <t < + co ) f

^ n 7
u(t)

T TT

试写出u(z)的傅M叶级数的实数形式(即三角形式).

总习题十二

i.填空：
0C

(1)对级数^ 是它收敛的___条件，不是它收敛的__ _ 条件；
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第十二章无穷级数

(2) 部分和数列丨有界是正项级数收敛的_ _ 条件；
n = !

« oo x

(3) 若级数$ «„绝对收敛，则级数又、必定-_ _ ;若级数2凡条件收敛，则级
n = 1 n = 1 n =]

数X I ' I必定_ _ .
n = 1
2-下题中给岀了四个结果，从中选出一个正确的结果.
设/U)是以2TT为周期的周期函数，它在[-«77，^0上的表达式为|^：|，则/(幻的傅里叶级 

数为().
(A) - - —( cos x + -^-cos 3x + -4"Cos 5a: + ••• + —  - - ^cos(2/i - 1 + …)

2 tt \ 3 5 (2n -1.) /

(B)——f ^-sin 2x +^-sin 4x +^-sin 6x + •-•

COS X + -^-COS 3x + —T-COS 5;c + …+ 
32 52⑹A .

(D)丄f -Vcos 2x + -Vcos 4x + -^r-COS 6x + 
7T \ 22 42 62

3.判定下列级数的收敛性：

(2n)2

1

(2/i-l)2

sin Inx

cos (2/1 - 1 )：

(2a)
rcos 2nx +

⑴ I：十 (2) (3) X
n = l ny/l n = l Ln n = l

⑷ it4-; (5) i ^ («>o,5>o).
„ = 2 In n „ = 1 n

4. 设正项级数^ u„和之\都收敛，证明级数金；(u„ +t02也收敛.
n = 1 n = 1 n = l

ae cc

5. 设级数$ u„收敛，且.问级数又〜是否也收敛？试说明理由.
"一 Un n^l

6. 讨论下列级数的绝对收敛性与条件收敛性：

2”

(1)X( -1)"
np

(3) 7 ( -l)nln^-；

7. 求下列极限：

⑴
8. 求下列幂级数的收敛区间： 
…令3n +5r‘ n

⑶ Z n(x + 1 )"；
n = 1

328 •

⑵2 ( -1)“〗一 
n = l IT

⑷ i:
rrl n

(2) lim[2T . 4+ . 8士. . . (2n)^].

(2)i(i++rv;
⑷X 71 2n

—X .T
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总习题十二

).求下列幂级数的和函数：
2/1-1 2(n-I)⑴2： 2"

*(2)
1广

2n

(3)^n(*-l)n;

n = 1
10. 求下列数项级数的和：

⑴玄4;
n = ,

11. 将下列函数展开成％的幂级数:

⑷ S

(24(-i)n^.
(1 ) ln(%+ yx2 + 1 ); (2)

f(x)

(2-x)2'

12. 设/U)是周期为277的函数，它在[- tar)上的表达式为
0， ^ e [ - tt,0),

ex, x e [0,tt).

将yu)展开成傅里叶级数.
13. 将函数

O^x^h,
fix)

r 1, O^x^h, 

[0, h <x^tv

分别展开成正弦级数和余弦级数.
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习题答案与提示

第八章

习题8-1(第13页)

1. 5a-lib +lc,

2. 略.

3. D^A = - (f + 士 ，应=-（ 5

( 3(C+r
DaA = - (C +y«|.

4. (1, -2, -2),( -2,4,4)

6 65. ^vrvfiH 6^ _1_ 6\ 
iTv'TT,TT）*

6. V,C：\1,Z）：1.

7. 4在Wy面上，S在yOz面上，C在a;轴上，/）在y轴上.

8. （1） （a，b，-c），（ -a，b，c），（a，-b，c） •，

（2） （ a , - b，一 c），（ - a，b，一 c），（ - a, - b,c）；

（3） （ - a, - 6, - c）.

9- x°y 面：（X。J。，0） ,yOz 面：（0，y。，2。），xOz 面：（％。，0，之。）；

X 轴：（％。，0,0），y 轴：（0,7。，0），2T 轴：（0,0,2。）.

10. 略.
11. （夸a’0,0），（-拳，0,0），（0拳，0），（0, 一香a，0）， 

•（-鲁。,0斗（0拳斗（0，_备斗
12. 欠轴：在，y轴：两、z轴:5.
13. （0,1, -2）.

14. 略.

15. 模:2;方向余弦：-士，-夸，士;方向角:字，字，子.

，0，a
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习题答案与提示

16. (1)垂直于x轴，平行于:平面；
(2) 指向与y轴正向一致，垂直于平面
(3) 平行于z轴，垂直于xOr平面.

17. 2.
18. A( -2,3,0).
19. 13,7j..

习题8-2(第23页).

八
(1) 3,5i+j+7k； (2) -18,10i+2j+ 14A:； (3) cos(a,b)

2 /n

2.
2

3. ±
vTf

4. 5 880 J.

5. | F, l^jsin di = \F2 |^2sin 02.

6. 2.

7. A = 2fji.

8. 略.

9. (1) -Sj-24k； (2) -j

10. y/l9.

*11—12.略.

习题8-3(第29页)

1. 3x - ly +5z -4 =0.

2. 2x +9y -6z - 121 = 0.

3. x - 3y - 2z = 0.

4. (1) yOz 面；

(3)平行于z轴的平面；
(5)平行于x轴的平面；
(7)通过原点的平面.

(3)2.

5.
1 2 2
3，3，3 •

6. ^ + y - 3z -4 =0.

(2)平行于面的平面 

(4)通过z轴的平面；
(6)通过:r轴的平面；
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习题答案与提示

7. (1, -1,3).

8. (1) y+5 =0；

9. 1.

习题8-4(第36页)

(2) x +3y =0 ； (3) 9y -z - 2 =0.

1.
x -4 y +1 2-3
2 1 5 •

2.
卜3 _r+ 2 —气-i
-4 2 1.

•■X = 1 -2«，

3.
X -1 
-2 '

j - 1 z - 1
1 一 3， r = 1 •^，（r为任意常数）.

■ 2 = 1 + 3名

4. 16^- 14j-112-65 =0.

5. COS (p = 0.

6. 略.
7 X j-2 2-4
/ • ^2 = 3 1 *

8. - 9y - 22z - 59 =0.

9. 沪=0.

10.⑴ 平行； (2) 垂直； （3）直线在平面上
11. x - y + z =0. 

5 2 2
12

13.

14.

15.

16.

•(
3，3 ’ 3厂 

3^/2

略.
rl7^+31j-37z -117 =0,
\4戈- y +z - l =0.

略.

习题8-5(第44页)

1. ^:2 +y2 +z2 _4a;-2：k+42=0,球＞0为(2，1, -2),R=3.

2. x2 +y2 +z2 -2x - 6y +4z = 0.

3. 以点(1，-2, -1)为球心;半径为■的球面.
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习题答案与提示

4. ('+夺)+(，'+ ”2 +(Z+JJ 116
~9~
它表示一球面，球心为f

半径为

5. j2 +z2 = 5x.

6. x2 + y2 + z2 =9.

7. 绕 x 轴:4? -9(y2 +z2) =36,绕：r 轴:4(^；2 +/) -9y2 =36. 

8—9•略.
2 2

10. (1) 平面上的椭圆= 1绕x轴旋转一周；

(2) 平面上的双曲线/ -f = l绕y轴旋转一周；

(3) Wy平面上的双曲线a;2 -/ =1绕％轴旋转一周；

(4) yOz平面上的直线z=：K + a绕2轴旋转一周.

注：本题各小题均有多个答案，以上给出的均是其中一个答案. 

11—12.略.

习题8 -6(第51页)

1—2.略.

3.母线平行于％轴的柱面方程为3/-/= 16，.

母线平行于y轴的柱面方程为h2 + 2/= 16.
2x2 - 2x + y2 = S y

4.
= 0.

5. (1)

-cos

y = —cos t, (0^^2tt)； 

;=3 sin t

(2)

x = \ + a/Tcos 6,

y = V3"sin 6, (0^^^2tt).

z — 0

6.
'x ■¥ y 

• 2=0,

y = asm. x = acos

L^c = 0, [y —0.

7. a;2 + y2 ^oa;；+ z2 ^a2 ,x^0 ,z^0.

8. x2 + j2 ^4 ,a;2 ^2^4 ,y2 ^2^4.
..卜 .乂. -

总习题八(第51页)

1. (1) M(x -xQ ,y -yoyZ-Zo)M = (xyytz) ； (2)共面；(3)3; (4)36.
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习题答案与提示

2. (1) (A)；

3. (0,2,0).

4. -v/30-

.(2) (B)

5. AD = c + —a, BE = a + —b, CF = b + —

6.略.

8. arccos —.

9.
TT

10. -4，l =

11. 30.

12. (14,10,2).

13. c = 5a + b.

14. 4(z - 1) = {x -\)2 + (y + l)2.

[■无=0，

15. (1) 2轴；
U=2r2,

r ^ = 0,
(3) J :轴;

U =V3r,

[欠= 0，

⑺ / / ■
19 +36=1V

r2 =0，

(4)

4

轴.

16. x + >y/^y + 3z - 3 = 0或无-+32-3 = 0.

17. x +2y + 1=0.

18.

19.

+1 y _z-4 
16_ = 19 =~28~'

(o,o，+).

20. z = 0 ,x2 +y2 =x +y；x =0 ,2y2 +2yz +z2 -4y -3z +2=0；

y = 0,2x2 +2xz +z2 -4x - 3z +2 =0.

2 2

21. z =0,(义 一 l)2 +y2$l;欠=0，(皆一1) + y2 tz^0 ；y =0Jx^z^ ^/2x.

22. 略.
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习题答案与提示

第九章

习题9 -1(第64页)

1. (1)开集，无界集，导集:R2,边界nU，y) h=0或:r=0|;
(2) 既非开集，又非闭集，有界集，导集n | l^2+y2^4|,

边界:I (XJ) U2+〆=1丨 u 丨(I,y) |%2+〆=41 ;

(3) 开集，区域，无界集，导集:| (x,y) | ,边界：i (x,y) \y=x2}；

(4) 闭集，有界集，导集:集合本身，
边界：I (xyy) \ x2 + (y - l)2 =1\ U | (x.y) \ x2 + (y - 2)1 =A \.

2. t2f(x,y). —

3•略.

4. {x +y)xy + (xy)2x.

5. (1) I (x,y) |j2 -2x + l >01 ;

(2) {(x^) \ x+y>0ix-y>0}；

(3) | (x,y) | x^0iy^0,x2^y \ ；

(4) \ {x,y) \y-x>0ix'^Q,x1 +y2 <\\ •,

(5) 1 (x,y,z) | r2 <a;2 +y2 +z2 ^：R21 ；

(6) 1 U，y，z) | x2+y2彡0，x2+/〆()丨.

6. (1)1； (2) In 2；

*7.略.

8. I U，y) I / -2a： =01.

*9.提示:丨外| ■

* 10.略.

习题9-2(第71页)

(3) ; (4) -2； (5) 2； (6) 0.

1.⑴ g=3,W，g=,3-3V;

(2)

(3)

ds ds
du v u2，dv u

dz 1 dz

2x ^/Inixy) 2y ^/\n{xy)
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习题答案与提示

(4) =y[ cos( A：y) _sin(2A：y)]，— = x[ cos(xy) - sin(2a;j)]
dx dy

,_. 3z 2 2x dz 2x 2x
(5) — =—csc—，— = -—esc—；

dx y y dy y y

(6)

⑺

(8)

/(l ，盖=(1 + 巧')y[ln(l +xy)

du

dz 2/, , xy-i dz
— =7(1 +^r) ,—
dx dy

du r 上-i du 1 x
——=-—xz , 一 = —-X 2 
dx z dy z

du 一 z(x - y广i du _

dx 1 + ( a; - j)2z * dy

du _ (x -y)zln(^ -y) 

dz 1 + (x -y)2z

2—3 •略.
4.又(尤，1) =1.

+ -
xy
+ xy\

1；

In x
dz

z(x-yy-1 

1 + (x - y)2z f

4^ Vln,； 
z

5.
4

6- d) ft
dx 

d z

8〆参12/ 一以存
dy dxdy

2xy d2z 2xy d2z

—16xy\

2 : y - x
()扣2 (x2 + y2)2 ? dy2 {x2 +y2)2 ^ dxdy (x2 + y2)2*

d‘z x , 2 d‘z / 1 x x-2 d2z
(3) -H" =r* • lnyf^=x(x-l)yx~ f j*-1 ( 1 + A：ln y).

dx‘ ' " ' a/ . ' dxdy

• /„(0,0,1) =2,九(l，0,2) =2，/yz(0, -1,0) =0,/^(2,0,l) =0.

d3z 18.阜=0, z
dx dy dxdy

9•略.

习题9-3(第77页)

y

1. (1) (y.+丄jdrc + 1- dj； (2) -丄- dy);

(3)
W)3/

■{yd^x, -xdy) ； (4) +zxT' • In xdy +j^ • In xdz.

2. dx + -r-dY.
3 3 '

3. Az= -0. 119, dz = —0. 125.

4. 0. 25e.
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习题答案与提示

5. (A).

*6. 2.95.

*7. 2.039.

*8. -5 cm.

*9. 55.3 cm3.

* 10. 0.124 cm.

*11. 2 128 m2, 27. 6 m2, 1.30% 

*12—*13.略.

习题9-4(第84页)

,dz . dz
1. — = 4x9 ——=4r.dx dy J

^ dz Ix^ /0 0 、■ 3x2 dz
2. ——=-irm(3x -2y) +~- - - - - - r,——

dx y (3x -2y)y dy

Ox2 2x2>(3巧

3.

4.

5.

■2t3

(cos t - 6t2).

3(1 -4t2)

y 1 — {3t — 4^3)2

e*(l

丄 + x2e2 

6. ea*sin x.

7•略.

8. (1)
du _ 
dx

2xf[ +yeT2
du

’ f-2yf\ +^/；

(2)
du

=
1 ff du _

'ey ='
1 dU
Tj2, IT

(3) du _ 

dx /I :对’1

9—10. 略.

-7/2； 

du
dz

= xyf,3 .

11.
dx

2ft+4x2f\
dxdy

2

切/'

12.⑴&”2几，哉

= 2/, +4y2r. 

d2z
…齡几）伊心心A;

(2)
d2
d^2

dy

=/n + —fn + A/22 » d'

dxdy 乏（A +含A）-妒
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习题答案与提示

b2Z
(3)^=2^+^1+4^2+4^2,

d2z

dxdy

d2z

= 2yf[ +2xff2 +2xr3rn +2x3yfl2 + 5々/';2, 

2xf[ + 4x2y2ru + 4x3yri2 + x4fl2；

d2z
(4) ^T = ex + yr3-sinxf[ + cos2%/: +2e*^cos xff；3 +e2(*”)/;3, 

ox

dxdy

d2z

e*+y/‘ - cos xsin yf L +e*+ycos xf^ -e*+ysin Vi +e2(*+y)/;’3，

a〆
= eX + r/3 - cos yf ^ + sinyf,,22-2ex + y sin yf"23 +e2(*”)/;3

*13•略.

习题9-5（第91页）

y2 - ex

cos y - 2,xy

2.
x + y
x — y

3 一 yz - ^XJZ dz xz - 2〜/xyz 

a/xyz - xy xyz - xy

4.壑=2_，_£L_. 
dx x +zf dy y(x +z)'

5—7.略.

* c 2y2gez - 2xy3z - y2z2 e

. {e -xyY •

• ^ z(24 - Hxyz - x y2)
'—.

-dy _ x{6z + \) dz _ x 
Ax 2y{3z + 1) J 32 + 1’

Ax _y -z dy _z -x 
dz x —y1 dz x -y9

du -uf[ {X -1)-/2* g\

10. (1)

(2)

(3)
dx (xf[ -l)(2yvg,2 -1) -f、• g?

d v _ g'(xf\+ uf\ ~~ 1 )_ _ _ _

^ = (^/；-l)(2r^-l)-/；.g；；
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习题答案与提示

(4)
du sin v du cos v
dx eu ( sin v - cos v) +\^ dy eu ( sin v - cos t;) + 1 ’

dv cos v - e dv sm v + e
dx w[ eu ( sin v - cos v) + 1 ] ^ dy u[ eu ( sin v - cos v) + 1 ]

11•略.

习题9-6(第102页) 

1•略.

2. (1) t;0 = I + 2j +2k,a0 =2j, 11;⑴丨=a/5 + 4/ ；

(2) i;0 = — 2i +4kfa0 = - 3/, j t; (f) | = /y/ZO+ScosT ；

丄 
Y

(3) v^i+lj + k^a^ -l-i + y + k^vit) | =」St2
(t + 1) 2-

3.切线方程：
X~(

~2~ ) j-1 z-2^2
"i~~―:丁 二^~，

法平面方程：^ +y +^/2z = y

4.切线方程：一/ =4 =¥，法平面方程： 2x-Sy + 16z-l =0.
1 一 4 o

5.切线方程:
n0 y-y0 z-z0

m 1

:To 2z0

m法平面方程：(义-x0) + —(7 -y0) " o —(z ~zo) =0-
To ^zo

6.切线方程： ^- 1 _y-L_z- 
16 = 9 =~^ ，法平面方程：16aj+9y-z-24 =0.

7. Px{ -1,1，-1)及 P2( - +，+ ’

• x -2 y
8.切平面方程： o；+27-4=0,法线方程： 1 2

[z=0.

9.切平面方程：ax0x + by0y + cz0z = 1，法线方程:

10.切平面方程：x-r+2z= ±

]X-X0 y -y0 ^2 -20

axo 6y0 czQ
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习题答案与提示

11. cos y
722

12—13.略 

习题9-7(第111页)

1. 1 +2V3.

2.

ab

5.

98
13

6

^2(a +b2).

714.

+r0 + v
grad/(0,0,0) 

略.
-2j-6k, grad/(l,1,1) =6i+3i.

10*增加最快的方向加=，方向导数为

减少最快的方向为

习题9-8(第121页)

1. (A).

2. 极大值:/(2, -2) =8.

3. 极大值:/(3,2) =36.

4. 极小值＜1，-lj =-

5. 极大值:.

v^r
（方向导数为-V5T：

、2，2 / 4 .

6.当两直角边都是*4时，可得最大的周长.

7. 当长、宽都是v^,而高为f ^■时，水池的表面积最小.
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习题答案与提示

8. (M:
9. 当矩形的边长分别为¥及*|■时，绕短边旋转所得圆柱体的体积大.

10. 当长、宽、高都是#时，可得最大的体积.

11. 最大值为力+5 75'，最小值为-5V3.

12. 最热点在（-+，±夸），最冷点在（士，0）.

13•最热点在（士一

*习题9—9(第127页)

1- /(^,r) =5 +2{x - l)2 - (x - \) (y +2) - (y+2)2.

2. exln( 1 + y) = y + 2xy - y2 ) + 3x2y - 3%y2 + 2y3 ) + jR3，其中 /?2

e
24
Kln(1 吻)+故-7^+?1^-71^］(。…”.

3. sin 灯iny = + +士卜-子)+士卜-子)_

1［卜-奸-2卜子)卜-子)十-子
1 3 2其中/?2 = 一cos fsin ”卜-子)+ 3sin fcos ％-子)卜-子)

3cos fsin 7}(x-子)(y _ 子 + sin fcos W 卜-子).］，

= ^- + e^x ,v =-^- + e^y(o<e<i).

4. xy = l +(%-!) + (x - l) (y - 1) +-i-(^-l)2(j-l) + R3,

1. I1 02«1. 102 1.

5. ex + y = 1 +(%+y) +^j■(欠2 +2ay+y2) + .“ +七(/+ + yn) + Rn，

其中圪
0(x+y)

(n + 1) !
(xn + 1 + Cj + 1A；nj + ." + yn +1 ) , 0 < 0 <1.
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习题答案与提示

习题9 一 10(第132页)

1. 6=2. 234jd +95.33.

aZ ^+ ^ X ^+ c X ^ = X
i = l i = 1 i =1 i=1

^ n n n

2. ia ^ +b Y, x2i +c ^ - ^ ^i5
» = 1 i = I i = 1 i' = l
n n n

.a Z + 6 s ^ +【=z 扦
i = 1 i = 1 t = 1

总习题九(第132页)

1. (1)充分，必要；(2)必要，充分；(3)充分；(4)充分.
2. (C).

3. \(x,y) | 0 <a;2 + y2 < 1 ,y2^4^| , -

In —-

*4.略.

5. fx(x,r)

fr(x,y)

2xy3
x2 +y2 #0, 

x2 + y2 = 0;

6. (1)

W)2，
0，

(〜2)2 ’ r ^ J 

0， re2 + j2 =0.

1 dz 2y d2z — _ _ 1dz.^ 1 — _
dx x Jry1'> dy x + yz，dx2 (x +y2)2 *

d2z _ 2y d2z 2(x - y2) 

dxdy (x + y2)2 9 dy2 (x + y2)2 9

d ‘ ,r-i (1 + yin x) , ―2 =xr(ln x)2.
dxdy

7. Az=0. 02， dz = 0. 03.

8•略.

9. ^ = yxr~l(pr (t) +A；rln xijj'{t). 

at
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习题答案与提示

.„ dz dz dz dz dz dz dz dz dz
1U. — =- - + —, — =- - - - , — = + —•

d 专 dv dw drj du dw du dv

11. 益广1TLWfX +/:+#: •

12. — = (rcos v - usin v)e~u, — = ( ucos v + vsin v)e~u.
dx dy

13. 切线方程f =a’ ： 法平面方程町+ h=0.
[by - az = 0 ；

14. ( -3, -1,3),
x + 3 _ j + 1

15. = cos 6 + sin 6j (1) 9 = -7-, (2) 6 = -?, (3) 6
dl 4 4

令及?■

16.

17.

du
dn rl

b4

4 3 35'
， 5 ’12 .

18. 切点Fmin =ya6c.

19. 当；=80,/^ =120时，总利润最大，最大总利润为605.

20. (1) g(x0yy0) = ^/5x20 +5jo -Sx0y0 ；

(2)攀岩的起点可取为-5)或鹎(-5,5).

第 章

习题10-1（第139页）

J M 无，y)do\

2. /, :4I2.

3. 略.

4. D = | {x,y) I 2a;2 + j2 ^ 1 I.

5. (1) J {x +y)2df7^ H (x +y)3d(x; (2) J (x +)r)3dcr^ J (x +y)2do-;

D D D D

(3) If In (x +y) If [1ii(a; + j) ]2da;
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习题答案与提示

(4) J [In “+y) ]2ddJ ln(%+y)dcr.

d D

6. (1) 0^/^2； (2) O^/^tt2； (3) 2彡/彡8; (4) 36tt^/^IOOtt.

习题10 -2(第156页)

1.(1) ⑵f;

2. (14; (2)S;
(3) 1

(3) e

(4)

(4)

3jt
~1'

13

3•略•

4.⑴ /o I */0，＞0办或 Jo dy lz2f(x,y)dx；
4 ，-

rr rVr2-x2 〆 r'/r2-y1
(2) j r dxj。 /(%，y)d；r 或 j0 dy J 

⑶ I 〜J丄/(%，：)0办或丘 dy J丄/(〜y)(k + J dy ^f(xfy)dx

.74^2 yr^2
(4) [ [ f(x,Y)dY + f dx f _f(x,y)dy 4

J-1 J yr^ j-i j _

r_l .^4-x2 2 r^^-x2

I ___/(^,r)dr+ I dx I _f(x,y)dy
J-2 J — J4-X2 J - *y^-xi

V4-;y

^4-X2

或丄 d75| ^f(x,Y)dx
Y^7

yjipr

dr J i—J{x,y)Ax +
44-y2

5.略.
6.⑴ Jo如丄/0，y)dy; ⑵ /0 ^

rl 厂 V^ 'r2 1 1 + ^ 1 -y2
⑶ j t 叫。f(^,r)dy; (4) Jo dy 人 f(x,y)dx；

(5) I Jer^x^^dx；
fO ^T7 -1 .^-arcsin y

(6) dr f(^,T)dx +[ dj j f(xfy)dx.
J -1 J-2arcsin y JO Jarcsin y

8.
7_
T.
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习题答案与提示

9.
17

6

10. 677.

11. (1) j。jo f(pcos 0，psin 0)pdp;

/■号 i-2cos ff
(2) j v d叫。/(pcos 0,psin ff)pdp；

(3) j。dff J^/(pcos 0,psin 0)pdp；

广号 ,(cos ^+sin ff)
(4) | d0 I /(pcos 0,psin 0)pdp.

12. ( 1) J J /(pcos 0,psin 0)pdp + jv d0 J。/(pcos 0,psin 0)pdp;

(2) [3 dff f f(p)pdp； (3) J' d0 f /(pcos 0,psin (9)pdp；

Jf JO Jo J(C08 ^ + sin -1

rf rsec<,
(4) /(pcos 0,psin 0)pdp.

JO Jsec di&xi 6

13. (1) -^-Tra4; (2) +a3[^ + ln(l +#) ] ; (3) ^/2 -1； (4)去ira'.

14. (1) 7r(e4-l)； (2) -^(21n2-l)； (3) ^-tt2.

15. (1)
4 , ⑵"g-^77 _2); (3) 14a4； (4)—tt(63 -a).

16- 4077 - 

17. -^-/?3arctan k. 

3 4
18

32

19. (1) (2)4~ln2; (3)

(4) —nab.提示：作变换 ％ = apcos 6yy = bpsin 6. 
2^

8 •
20. (1) 21n 3； (2)

21. 略.

22. (1)略；(2)提示:作变换
y a + b2 a2 + b2
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习题答案与提示

习题10-3（第166页）

(1) dx f(xfyyz)dz； (2)
A

d叫 _，/(w)dz;
->/1 -X2

,1 - x2
(3) [ ck f _dy f f(xfy,z)dz；

J J x2+2y2

-o -A 1 -jrVa2 ^xy/c

⑷ J。〜人 dj Jo f(x,yfz)dz.

3.略.

4.
364'

5- y ln2-y

6.
48

7. 0.

8. ^h2R2. 
4

9. (1)
Ttt

l2；
(2) ^77.

*10. (1)字;(2)

11.⑴如 *(2)5;⑶8耵;

12. (1)
32 ⑵仰3; (3) TT ⑷ '|_77(5/_4).

*13.

1y1 8^/2 —7 
14. —^——77. 

o

*15. kirR4.

习题10 -4(第177页) 

1. 2a2(tt -2).
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习题答案与提示

2. ^2tt.

3. 16R2.

4. (1) x=yx0; y =

5.
- 35 -
" = 48^ =

35
54'

6.
- 2 - 2
x=—a, y =ya*

7. (i) (o,o,-t);

•8. (0,0,詞 •

9. (in=i-Tra3b；

//■^一 ^ - 46 /ox - 62 + a6 + a - n
-y。； (2)^0,r = -; (3)欠= 2(0+6)-，尸0.

*（2） （0,0，：" 7））；⑶（七，音 a4a2）.2 2 7

⑵ /, =y, Iy =y； (3) Ix =+a63, /y =y6a3

10. -^Mh\ -^Mb2 (M = bhfi 为矩形板的质量)•

11. (1) 4a4; ⑵ x —=。，-^合2; (3)磬V

12. ya2M (M = Tra2V为圆柱体的质量).

13. F= (2叫 In

i^Gajjb

^2 + V ^2 + °2 丑2

Rx +\jR\+a2 ^Rl +a2 碑以 

1 1 \ \

, 0,

7^2 +«2抛 + €L

14. Fx - Fy =0, Fz = -2T：Gp[ y(h - a)2 +R2 - ^/R2 +a2 +h]. 

习题10 -5(第184页)

1. (i) (2) 1; (3)

1 2
2. (1) —cos x( cos ^ - sin ^) (1 + 2sin 2x) ； (2) —In (1 + );

(3) In l-j—— +3^2arctan x2 -2rcarctan x； (4) 2xe~x5 -e"* - f y2e xy dy. 

x +\ J x

3. 3f(x) +2xf,(x).
4. ( 1 ) Trarcsin a；
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习题答案与提示

+ a(2) Trln ——.提7K:设史(a)= [ In ( cos2a; + a sin2^:) dx J = (p{a).

5. (1) flnU +V5");提示:利用公式
Z x

dj

;. j° l + x y

(2) arctan( 1 + b) - arctan(l + a) •提示：利用公式:广
In

j xydy.

总习题十(第185页)

i.⑴+(i -e-”;⑵子〆(++計
2- (1) (C)； (2) (A)；

3
3. ( 1) — + cos 1 + sin 1 - cos 2 - 2sin 2 ； 

(3) +/?3卜-+);
4- (!) |_2〜L ^f(x,y)dy； (2) Jo dx

■ V2^

(3) (B)

(2) TT2 - 40T;

(4) ~R4 + 9ttR^

x

f(x,y)dy；

⑶ J。dy J。f(xiy)dx 

5..略.

f(xfy)dx.

6. Jo d0

Cde

' pT rcsc e
/(pcos 0,psin 0)pdp + d0 I /(pcos 0,psin 0、pdp

/(pcos 0,psm 6)pdp.

7- f(xty) = vl -％2 -y2
9tt 3 *

./-I ^ L ^ / /( W)山

9.⑴盖 250
(2) 0； (3)

*10. (1) F⑴在(0,+00)内单调増加；(2)略.

11. — \j a2 b2 + b2 c2 + c2 a2.

12. I^-R (/?为圆的半径)• 

36813. 105a
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习题答案与提示

14. 其中卜」
Fz

2GmMi
~¥~\ ^R2 +ai

/R2+a2

15. (0,0,—6).

16. jJL | r=0 3M

第十一章

习题11-1（第193页）

(1) /* = y2^{x,y)^, Iy = x2fjL(x,y)ds；

(2) ^

jxfiix^y)^ _ ^yiJL{x,y)^s

- - - - - - —,J = - - - -
|^(A；,y)d5 jL/i(x，y)ds

2.略.

3. (1) 27ra2n + 1； (2) ^2； (3)告(5,+6^■一 1); (4) e^+faj -2；

(5)^(l-e-2)； (6)9； (7)^a； (8) 27rV (1 + 2tt2 ).

4. 质心在扇形的对称轴上且与圆心距离^^处.
9

5. ( 1) Iz = —Tra2 a/o2 + k2 (3a2 +4tt2A:2 )；

(2) a;
6ak2 - _ - 6TTak2 -一 3k( tto2 + 2TTZk2)

3a2 +4Tr2k2 9 ^ 3a2 + 4tt2僉2’ 3a2 +4tt2A：2

习题11-2（第203页） 

1—2.略.

3. (1)-
56 
15 ； ⑵- TT 3

(5) (6) 13；

（3） 0；

⑺士

(4) -277； 

14⑻ 15.
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习题答案与提示

4. (1)
34

T； (2) 11 (3) 14； (4)
32

5•- \F\R.

6. mg(z2 -z^.

7. (1)[生，.2) +(?“，，)心;⑵ f 少.，7) ^2xQ(xfy)ds
Jl 在 Jl /T747

(3) I [ ^/2x -x2 P(xty) + (1 -x)Q(x,y)]ds.

8. f P+2xQ+3yRds.
Jr y/l +4x2 +9y2

习题11-3(第216页)

0) 30； (2) 8.

2. (1) —tto2 ； (2) 12tt; (3) ira2.
o

3. -TT-

4. C为椭圆2/+〆=1，沿逆时针方向•

5. 提示：利用面积公式4 心，再逐条边地计算此曲线积分.

6. (1)如(2) 236； (3) 5.

7. (1) 12; (2) 0； (3) (4)

8. ( 1) —x2 + 2xy +
2 J 1 

(4) x y +4x2y2 — 12er + 12jey ；

9.略•

4

(2) ^2y； (3)

⑸/

2x • sin 3y ；

sm x + x cos j.

10. (1) x3 + 3x2yz
3

(3) xer - j2 =C；

(5) xy- -^-x3 = C； 

(7) p(l +.e2e) =C； 

11. A = - 1,w(«：,j)=—

=C； (2) a x - x y - xy - —j

(4) ^:sin y + jcos x = C; 

(6)不是全微分方程； 

(8)不是全微分方程.
y

ire tan + C. 
x

C；
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习题答案与提示

习题11-4(第222页)

1. h = J (y2 +z2)/M(xfyfz)dS.

2—3‘略. 

4. (1) ⑵W11 ⑴n 1 
(3) IT7.

5. (1) i-^7T； (2) 977.

6. (1) 4 ^61； . (2)- 27 64(3) iTa(a2 - h2) •， (4) —

2tt (6^3+1).

8.冬/W.

习题11-5(第231页)

1—2.略. 

3.⑴ (2) —it；

4.⑴盼+知辱卜
(3)

(2)

y; ⑷

2xP + 2yQ + R 批 

a/1 +4x2 +4j2

习题11-6(第239页)

1. (l) 3a4； *(2) ^Tra5； * (3) J-W ; (4) SItt; (5) y.

2
*2. (1)0; (2) a3(2-计(3) 108tt.

*3. (1) div A =2x +2y +2z； (2) div A = yexy - xsin(xy) -2xzsin(xz2)；

(3) div A = 2x.

4•略.

/5.提示：取液面为Wy面，z轴铅直向下.这物体表面五上点0，y，z)处单 

位面积上所受液体的压力为(-ppcos o:，- p0zcos /3, - v0zcos y)，其中J/。为 

液体单位体积的重力，cos a、cosy8、cos 7为点(％，y，2：)处乏的外法线的方向 

余弦..…
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习题答案与提示

习题11 _7(第248页)

1•略.

*2. (1) -y^Tra2； (2) -2Tra(a + b) ； (3) -20tt; (4) 97t.

•3. (1) rot A =2i +4/ +6k； (2) rot A = i + j；

(3) rot A = [ A；sin ( cos z) - xy2cos ( xz) ] i - jsin ( cos z)j + [y22cos (xz)- 

Vcos

*4. (1)0； (2) -4.

*5. (1) ； (2) 12tt.

*6•略.
*7. 0.

总习题十一(第249页)

1 • ( 1) J (Pcos a + ^cos p + Rcos 7)山，切向量；

( 2) (Pcos a + Pcos 0 + i?cos 7 ) d<S，法向量.

s
2. (C).

3. (1) 2a2； (2) ^L^ILZIA. (3) -2Tra2； (4) i； (5) W ；

(6)备r.
4. (1) 2Trarctan ； (2)-子h4 ; (3) 2ttR3 ;⑷吾

1 ''义 ,
5. yin (x2 + j2).

6.略.

(1)略；(2)

8. |0,0,

9•略.
10. 3.

3
11.

2 
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2. （1）发散；（2）收敛；（3）发散.提示：先乘2Sin€，再将一般项分解为 

两个余弦函数之差；（4）发散.
3. （1）收敛；（2）发散；（3）发散；（4）.发散；（5）收敛.

*4. （1）收敛；（2）发散；（3）收敛；（4）发散.

习题12-2（第271页）

（4）收敛; 

（4）收敛.

1. （1）发散； （2）发散； （3）收敛；
（5） a > 1时收敛，a时发散.

2. （1）发散； （2）收敛； （3）收敛；
*3. （1）收敛； （2）收敛； （3）收敛；

（4） 当6<a时收敛，当6>a时发散，当时不能肯定.
4. （1）收敛；（2）收敛；（3）发散；（4）收敛；（5）发散;（6）发散•
5. （1）条件收敛；（2）绝对收敛；（3）绝对收敛；（4）条件收敛；

（5） 发散.

习题12 _3（第281页）

1. （1） （ -1,1）; （2） （ -1,1）; （3） （ -oo , +oo）； （4） （ -3,3）；

(5)7 -

2.⑴ (1 -x)2

(6) ( -1,1); (7) ( -^2,^2); (8) (4,6)

1 <^ < 1)；
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习题答案与提示

第十二章

习题12-1（第258页）

222

1
一
555
1

55 
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+

 

丄

54
4!|
44

I

 

+

1
|
53
3!一

33 

+

 

+

 

丄

52
2!|
22

I

 
+

1
5
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/
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习题答案与提示

1 +%
(2) —In  - - + —arctan x -x ( -1 <a;<1)；

4 i. — x 1

( 3 ) 士In -J + % ( - 1 < a: < 1).
Z 丄一 A；

(4)
(1 ~x)

x -2x ( -1 <^ < 1),

习题12-4（第289页）

COS X - cos x0 + cosj +
TT j (x-x0)

cos x0
+…+-

71!

00 , + 00 )

2. (1)
e 一 e

=X (- 00 , + 00 );
2 (2/1-1)!’

(2) ln(a +x) =\n a+ Y ( - l)n_1丄(土) , ( - a,a];

rri n \ a )

⑶ y (-oo,+0o);

⑷ sin^= J (-00,4-00)；

(5) (1 +x)\n(l +x) =x+ ^ (-1)V
77.( n. — 1)

，(-1,1]；

3.⑴ y?=i +^-(x-i) + [ (-i) „ (2n)\ 3

(n!)2 (n + l)(n+2)2n\ 2

[0,2]； 

⑵Ig x
In 10

X (-i) „_1u-ir (0,2].

4.

5.

6.

cos x = I (-ir
x +

(2/1)!
V3-

TT ^

(2n +1)
,(- oo , + oo ).

i

x +3x +2
-^rrrj+4)", (-6, -2)
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习题答案与提示

习题12 _5(第298页)

1. (1) 1.098 6； (2) 1.648； (3) 2.004 30; (4) 0.999 4.
2. (1) 0.494 0； (2) 0.487.

3. ( 1) y = CeT + [ - 1 + x + -——-a;3
3 . 5--(2/i -1)

(2) -1rIi:命㈤-i) +

(3) r = c(i-,) +咐士々—“刃
zl/1、 l l l 2 i 3 9 4
4. (l)r=y+T^y- V +5?十…；

(2) y = X+T^X2 + …+^11^ + •

5.和函数为 W) je-icosl+p ( -oo <^< + oo ).

6. excos x= y^ 2T
n=0

提示:e*cos ^ = Re e(l +l)* = Re e

*习题12-6(第307页)

mr x , NC0ST (一〜+叶

i 子+ i sin 子)*•

1.(1)取正整数(2)略.

f0， ％ =0，2-⑴心)=[1+〜0;

(2)当r/O时取正整数
In (1 + x2 ) *

当无=0时取7V = 1

(3)在[0，1]上不一致收敛，在上一致收敛.

3. (1) —致收敛；(2)不一致收敛.
4. 略.

习题12-7(第320页)

1. ( 1 ) f(x) = TT2 + 1 + 12 [ —~COS 似，(- 00，+ 00 )
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习题答案与提示

⑺/⑷
2ir -2ir

nx - nsin nx)]，

(a;7^ (2n + 1 )tt,w =0, ±1，±2,•••)；

(3)/w=^+ y rIMdm^>cos + HTW)sin
4 fri I 71 TT n

(x7^(2n +1)tt,/i =0, ±1, ±2,---).

2. (1) 2Sin ( _1)-i7lsin ^

^ TT „ = i

it - e

9n2 

1-( -l)we

,(；

27T tt〈

-n + ( - 1) nne

-cos nx

~(1 - ( - l)n) jsin nAcl, ( - 7r,Tr).

。 ^ 2 4 ^ ( -l)""1 「 n
3. COS — = — +— > - - - 5- - - - COS TW；，一 TT，IT」.

2 7T TT „"Tl 4/1 - 1

oo i

4. f(x)=——V [ —sin + ( - 1) n + 1^*l sin nx ( x 9^ (2n + l ) tt , n = 0, ±1
tt L n. 2 Zn\

±2,…)

5.
TT - X Z—sin nx, (0,tt]

n

6- 2x2 =七奮[-4 + ( [0,.r);

2x2 = S~tt2 + 8 ^ -—cos nxf [0,tt].

j n = 1 n

7.略.

习题12 _8(第327页)

i. (i)/(幻去去 iLi^_cos2,，(一，+00);
n2

(2)/00 =-士+Z -(-ir
n2fn2 mr mrx

1 -2cos

mr

mr
T .
—sm nirx

X7^2k,2k + —, k = 0, ± 1, ±2,

(3)/00 
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习题答案与提示

(%/3(2灸 + 1)，灸= 0，± 1，±2，•••)•

41
2. (1)/(,)=^ ^ (2k_iy 

I 21

(_i)ulh^，[0儿

f(x) = 4 v

⑵ f(x) =— 2] ‘

(2k-1)
rcos

2(2k -l)i7X
,[o，/]

(一1’:■: + -^-j[ ( -l)n-l]}sin ^,[0,2),

n tt

rt 、 4 16 ▽ ( -1) mrx rn
/(^) =^- +— 2 —2―-cos ，[0,2].

^ TT n = l n z

*3. /(r.) =sh 1 Y ( -气㈣ e— (x^k + l. A: = 0, ± 1, ± 2,•

nf^co 1 + (riTT)

A , 、 hr 2h ▽ 1 . mi: ItitU
4-心)=亍:-sin ——cos ―— 

n T T
( 一 00，+ 00 )•

总习题十二（第327页）

1. （1）必要，充分；（2）充分必要；（3）收敛，发散.
2. （A）.
3. （1）发散；（2）发散；（3）收敛；（4）发散；

（5） o < 1时收敛，a > 1时发散，a = 1时，s > 1收敛，< 1发散•
4. 略. ：

5. 不一定•考虑级数念（-1）"会及I （（ -”^ +句.
6. （1） p >1时绝对收敛，0 <;Xl时条件收敛，时发散；

（2）绝对收敛； （3）条件收敛； （4）绝对收敛.

(1)0; （2） >■.提示:化成2+十+一七…,

8. (1) ( ; (2)[-丄，丄 1; (3) ( -2,0) ； (4) (
e e

9. (1) s{x)
2 +x2

(2_?)
y,( ； * (2) 5(^) = arctan a;, [ -1,1];

（3）心） x -
(2 -欠)2

,(0,2)；

⑷心）
-1 |ln( 1 -x) , ^ e [ - 1,0) U (0,1),

0, ^ =0, 

x = 1.
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习题答案与提示

10. (1) 2e； (2) —(cos 1 + sin 1).提示：利用 cos 1 和 sin 1 的展开式.

11. ( 1) In ( ^ + a/x . + 1) = a; + I (-1) (2几-1)!!严1 
(2ti) !! 2n + l

e [ -1,1],

提示:利用积分£ dt

(2)
(2 -文)^rl 2

i2. /(,) +丄 i 似 +^f“i)sin nxi
2tt tt frl L n +1 n2 +1 」

13. /(十 f l
00 <X < + 00且 X#nTT,7l=0，±l，±2，.". 

一 cos nh
-sin nx, x e (0,/i) U (h,^]；

f(x) =— + — V — —cos nx, x e [0,/i) 

tt -it fri n
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